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ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE DER ANALYTISCHEN CURVEN * 
VON 
Epvuarp Stupy 


Die Geschichte der Differentialgeometrie weist eine soleche Reihe glinzender 
Namen auf, und sie berichtet iiber Ergebnisse von so grosser Schonheit — die 
zudem auch in Vorlesungen des Herrn Branca eine meisterhafte Darstellung 
gefunden haben—dass man nicht leichthin dem Gedanken Raum geben wird, 
dass diese Untersuchungen am Ende doch vielleicht noch nicht als befriedigend 
zu betrachten seien. Indessen hat kein Geringerer als S. Liz bereits darauf 
hingewiesen, dass fiir einen Theil der Theorie, nimlich fiir die grundlegenden 
Aequivalenzprobleme, + die wahre analytische Basis in der Lehre von den 
Differentialinvarianten zu suchen sei, die gewohnlich nicht systematisch abge- 
handelt werden, deren Theorie Li£ selbst aber hinreichend ausgebildet zu haben 
glaubte. Man kann jedoch in dieser Richtung noch weiter gehen. Schlechthin 
jeder Lehrsatz der Differentialgeometrie hat zum Gegenstande Eigenschaften von 
Differentialinvarianten. Wenn daher durch deren systematische Aufstellung 
das Ganze der Theorie eine breitere Basis erhalt, so wird das als ein Gewinn zu 
erachten sein. Zu wiinschen bleibt dabei freilich, dass dann nicht etwa ab- 
stracte und rein-formale Entwickelungen einen Raum einnehmen, der zu den that- 
sichlich zu machenden Anwendungen im Missverhaltnisse steht. 

Mit der so bezeichneten Tendenz kann nun noch eine andere verbunden werden: 
Es gilt von der Differentialgeometrie, im Grossen und Ganzen, Dasselbe was 
auch von anderen geometrischen Disciplinen zu sagen ist, dass namlich ihre 
" # Presented to the Society September 10, 1908. 

tJede geometrische Untersuchung muss mit einer Classification der zu untersuchenden 
Figuren Hand in Hand gehen, die allerdings nicht immer vollstandig ausgefiihrt zu werden 
braucht, und gewodhnlich auch nur theilweise durchgefiihrt wird. In eine Classe kommen zu 
stehen, oder als dquivalent zu betrachten sind, im Sinne irgend einer zu bessimmter Transforma- 
tionsgruppe gehérigen Art von Geometrie, solche Figuren, die durch Transformationen der 
Gruppe in einander iibergefiihrt werden kénnen, und also ‘‘dieselben’’ geometrischen Eigen- 
schaften haben, bei geniigender Ausbildung der Terminologie mit den gleichen Worten beschrieben 
werden kénnen. Im Falle der Euklidischen Geometrie, auf die sich die classische Theorie be- 
zieht, besteht die genannte Gruppe aus den Euklidischen Bewegungen (im reellen oder com- 
plexen Gebiet) ; jede Classe umfasst alle unter einander congruenten Figuren, und nur solche; 


der Aequivalenzbegriff fillt also hier ( wenigstens im Reellen) zusammen mit dem aus dem Altéer- 
thum iiberlieferten Begriff der (Euklidischen) Congruenz. 


Trans. Am, Math. Soc, 1 1 
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Grundbegriffe zu verschwommen sind, und dass daher viele Aussagen an Klarheit 
zu wiinschen iibrig lassen, einige aber auch durchaus unrichtig sind.* 

Die Mehrzahl der Formeln der classischen Differentialgeometrie enthalt 
Symbole, die unter Umstiinden sinnlos werden kénnen. Man pflegt es dann 
den Formeln selbst anheimzustellen, wie sie sich zum Beispiel mit dem Verschwin- 
den der Nenner der vorkommenden Briiche abfinden wollen; und auch sonst 
halt man es vielfach nicht fiir nothig, mit ausdriicklichen Worten die in Wirk- 
lichkeit gemachten Einschrinkungen zu beschreiven. Unterlassungen der Art 
mogen einzeln als Mingel kaum empfunden werden. Gehiiuft und verkettet 
aber kénnen sie recht stdrend wirken, konnen sie zur Formulirung von Lehr- 
sitzen fiihren, deren Sinn nicht ohne Weiteres vollkommen deutlich ist, und 
die auf anderen Lehrsiitzen beruhen, bei denen die Sache schon ebenso liegt. 
Von dem Zeitverlust, der hierdurch einem wirklich aufmerksamen Leser ver- 
ursacht werden kann, wollen wir nicht weiter reden. Ein Gefiihl der Beun- 
ruhigung aber wird nicht unterdriicken konnen, wer findet, dass einzelne dieser 
ungenau abgefassten Lehrsiitze wirklich ausserhalb des Bereiches angewendet 
werden, in dem sie Sinn und Geltung haben.t Zeigt sich, dass gewisse Irr- 
thiimer ihre Quelle in der bezeichneten gewohnheitsmissig geiibten,Nach- 
liissigkeit haben, so muss die Existenzberechtigung einer Darstellungsform in 
Frage gezogen werden, die Missverstdndnisse geradezu herausfordert, und 
hinter der sich unerlaubte Operationen (namentlich die Division mit der Null) 


mit Erfolg zu verstecken vermégen. 


Uebrigens handelt es sich keineswegs immer um ein blosses Sich-Gehen-Las- 
sen, um Nachlissigkeiten, die bei einiger Sorgfalt leicht auszubessern sind. 
Sicher scheint uns vielmehr zu sein, dass gewisse Schwierigkeiten des Stoffs 


* Der Verfasser hat schon ofter Anlass gehabt, solche Dinge zur Sprache zu bringen: Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 11 (1902),S. 100; Geometrie 
der Dynamen ( Leipzig, 1903), Vorrede ; Vortrag iiber das Princip von der Erhaltung der Anzahl, 
Verhandlungen des Heidelberger Kongresses (Leipzig, 1905), S. 388 (abgedruckt auch im Archiv 
fiir Mathematik und Physik).— Vgl. ferner die weiterhin zu erwihnende Besprechung von 
Lig’s Invariautentheorie. 

+So ist der vermeintliche Beweis des (unrichtigen} Lehrsatzes 27 (S. 221) im Lehrbuch der 
Curventheorie von G. ScHEFFERS (Leipzig, 1901) lediglich dadurch erméglicht worden, dass 
der Umfang des Torsionsbegriffes nicht festgestellt worden ist. Auf einer ibnlichen Unterlas- 
sung beruht der (gleichfalls unzutreffende) Lehrsatz auf Seite 263 des BIrANcHI’schen Werkes 
(Deutsche Ausgabe, Leipzig, 1899): In der dort vorhergehenden Untersuchung wird nim- 
lich (wie iibrigens schon bei KUMMER) eine gewisse Annahme { £G-— F?+0} ‘‘stillschwei- 
gend’’ gemacht, und daher in ihrer Bedeutung als Einschrinkung schliesslich tibersehen. Ebenso 
irreleitend ist es, wenn man, wohlwissend dass der Ort der Brennpunkte einer Congruenz gar 
nicht immer flichenhaft ausgedehnt ist, gleichwohl allgemein von einer Brennfldche der Con- 
gruenz redet ; und Anderes mehr. 

Ein Beispiel, in dem sich die Folgen der geriigten Unterlassungssiinden in grossem Maass 
stabe geltend gemacht haben, ist Liz’s Invariantentheorie der continuierlichen Gruppen. Siehe 
des Verfassers Kritik im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 


Bd. 17 (1908), S. 125-142. 
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nicht richtig eingeschatzt zu werden pflegen. Andernfalls wiirden nicht ohne 
Widerspruch der Kritik einige Autoren in einer Art von wissenschaftlichem 
Uebermut einer ziemlich unfruchtbaren mehr dem Scheine nach als in Wirk- 
lichkeit vorhandenen Allgemeinheit zu Liebe auf alle die Vortheile verzichten 
diirfen, die bei sehr vielen Problemen die Beschrinkung auf analytische Ge- 
bilde mit sich bringt—Vortheile, die natiirlich erst dann augenfiillig in Er- 
scheinung treten, wenn man wirklich correcte Formulierungen mit einander 
vergleicht.* Auch wiirde man sonst wohl nicht so oft auf jene andere Allge- 
meiuheit verzichten, deren Bedeutung besonders von Liz in’s Licht gesetzt wor- 
den ist, nimlich auf die (systematische) Uebertragung einer Reihe von Grund- 
begriffen auf sogenannte imaginire Figuren. Denn diese Erweiterung bewirkt 
da, wo sie méglich ist, 6fter eine Vereinfachung, durchweg aber eine Vertiefung 


des Gedankeninhalts der Theorie.+ 
In einer kiirzeren Untersuchung sich soweit sachgemiiss auszudriicken, als es 


*Man kann sich den Unterschied beider Standpunkte deutlich machen an den Kriterien 
fiir ebene Curven. Handelt es sich um analytische Curven, so hat man eine nothwendige und 
hinreichende Bedingung im identischen Verschwinden einer sogenannten WRONSKI’schen Deter- 
minante. Wenn man aber reelle ‘‘Curven’’ durch Functionen mit méglichst wenigen Differen- 
tialquotienten definieren will, so werden weitere Bedingungen ndéthig, die sich erschépfend 
iiberhaupt nicht werden angeben lassen. Vgl. PEANO, Mathesis, v. 9 (1889), pp. 75, 110 
(dem Verfasser unzugiinglich), BOcHER, Transactions of the American Mathematical 
Society, vol. 2 (1901), p. 139, Curtiss, Mathematische Annalen, Bd. 65 (1908), S. 282. 
Wohin wiirde es fiihren, wenn diese auf Schritt und Tritt sich darbietenden Schwierigkeiten in 
einem Lehrbuch der Differentialgeometrie simmtlich erértert werden sollten! (Ubrigens giebt. 
es ein einfaches und dabei sehr umfassendes Kriterium anderer Art: E. FISCHER, Archiv der 
Mathematik und Physik, Bd. 13 (1908) S. 40). 

Uebrigens ist der iibliche Satz, wonach die ebenen Curven identisch sein sollen mit denen 
von der Torsion Null, auch schon im Falle reeller analytischer Curvenziige nicht einwandsfrei 
abgefasst. Man iibersieht, dass unter den Curvenbegriff auch die geraden Linien fallen, die eine 
bestimmte Torsion gar nicht haben. Aber nicht selten wird ja auch schon der Fall nicht ausdriick- 
lich ausgeschlossen, in dem die drei Coordinaten z, y, z gleichzeitig constante Werthe haben, so 
dass der Punkt unter den Begriff der Curve zu fallen scheint. (So selbst bei BIANCRI, Seite 1. ) 

+ Man vergleiche die Darstellung der Theorie der Minimalflachen bei DarRBoux ( Théorir des 
surfaces, I, Paris, 1887), der Ideen von LIE im Ganzen sehr gliicklich verwerthet hat, mit dem— 
freilich viel kiirzer gehaltenen—entsprechenden Abschnitte bei BIANCHI. (Deutsche Ausgabe, 
Kap. 14). 

Herr G. SCHEFFERS hat in seinen Lehrbiichern im Wesentlichen den auch von uns empfohle- 
nen Standpunkt eingenommen. Ganz und gar nicht einverstanden aber sind wir mit der Art, 
wie dieser Autor seinen Curvenbegriff einfiihrt und handhabt. Dass es sich nimlich bei ihm 
um analytische Curven handelt, kann man nur errathen, wenn man (auf Seite 4 des citierten 
Werkes) erfiahrt, dass sich fiir die betrachteten ‘‘Curven’’ die Existenz einer Bogenliinge ‘* be- 
weisen’’ liisst, und dass diese Curven, bei denen ‘‘die Zeit’’ als unabhingige Veranderliche fun- 
girt, gelegentlich auch ‘‘imaginir’’ sein kénnen (S. 6). Ausserdem werden durchgiingig mit 
einander verwechselt die Begriffe analytische Curve und in Parameterdarstellung geyebenes 
Curvenstiick ; der Begriff der natiirlichen Grenze kommt tiberhaupt nicht vor. Ferner bestehen 
bei dem genannten Autor auch iiber die Darstellung der analytischen Curven durch Gleichun- 
gen zwischen Punktcoordinaten unhaltbare Vorstellungen (S.1). Dass dieselben ‘‘Curven”’ 
bald eindimensionale, bald (im complexen Gebiet) zweidimensionale Gebilde sind, wird eben- 
falls nicht gesagt, und die Leser, die der Autor zundichst im Auge gehabt hat, werden es sich 
schwerlich deutlich machen. 
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die logischen Mingel der Sprache iiberhaupt zulassen, ist in vielen Fallen gewiss 
nicht schwierig. Die Schwierigkeiten wachsen aber schnell, wo es sich um die 
Gesammtdarstellung eines umfangreichen Gebietes handelt, wenn, wie in der 
Geometrie, eine grosse Menge von Begriffen auf die mannigfachste Art in ein- 
ander greifen. Dann wird dem mathematischen Schriftsteller eine anhaltende 
und vielseitige Anspannung der Aufmerksamkeit und also eine Eigenschaft 
nodthig, die der moderne Mensch nur selten mit auf die Welt bringt, und die zu 
erwerben er auch hiufig nicht gewillt ist, nimlich Geduld. Es geniigt dann 
auch nicht, einen Gedanken nur irgendwie deutlich ausgedriickt zu haben, man 
muss in zweiter Linie auch moéglichst einfache Formulierungen herzustellen 
suchen, nicht fiir einzelne Lehrsiitze, sondern fiir ganze Gruppen von solchen, 
wenn nicht jede Uebersicht iiber den ausgedehnten Stoff verloren gehen soll. 
Es handelt sich dann darum, durch Einfiihrung kurzer Bezeichnungen fiir Com- 
plexe von Begriffen, die zweckmiissig gewihlt und 6fter neu gebildet werden 
miissen, die Zah] der den Fortschritt des Gedankens hemmenden Ausnahmen nach 
Méglichkeit zu verringern. Wie schwer das sein kann, zeigen die vielen Fille, 
in denen in der Geometrie eine triigerische Einfachheit auf Kosten der Pracision 
zu Stande gekommen ist. Wer eine solche Aufgabe zu lisen versucht, muss 
sich ausserdem noch mit der Ueberlieferung, mit der schon vorhandenen manch- 
mal recht bunt zusammengewiirfelten Terminologie abfinden: Wo schon zahl- 
reiche und werthvolle Arbeiten vorliegen, da kann man verstindiger Weise 
nicht eine ganz neue Terminologie ersinnen wollen. Mit alledem hat man einen 
Weg zu beschreiben, an dessen Eingang beinahe die Worte Platz finden konn- 
ten, die Dante iiber das Thor seiner Holle gesetzt hat. “Das Rechte” zu fin- 
den, allen nicht nur eingebildeten, sondern auch wirklichen Bediirfnissen gleich- 
zeitig zu geniigen, ist so gut wie unméglich. Man muss sich zu Compromissen 
verstehen, und dann wird auch bei bestem Willen das in der Umgrenzung der Ver- 
baldefinitionen stets vorhandene subjective Element sich nicht immer gebiihrend 
zuriickdringen lassen. Hierzu kommt noch, dass es bekanntlich iiberhaupt un- 


gemein schwierig ist, Fehler vollig zu vermeiden, und ferner, dass diesen eine 
fatale Fruchtbarkeit inne wohnt:* Weitere Griinde, der Darstellung die grosste 
Sorgfalt zu widmen, insbesondere der Terminologie gehorige Aufmerksamkeit 
zu schenken, und namentlich Mehrdeutigkeiten peinlichst zu vermeiden; auch 
Alles was durch Zusammenwirken Vieler entstanden ist, mit besonderem Miss- 


trauen zu betrachten. 

Wir erlauben uns, das Gesagte noch durch ein Beispiel zu erliutern, das ver- 
haltnissmissig einfach und deshalb ganz durchsichtig ist. 

Ueberall findet man die Gleichung 


Rid 
bs + ds (7 


* Man betrachte dasim Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
von 1908 auf Seite 129 angefiibrte Beispiel. 


| 
| dR 
=0, 
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in der s einen Werth des Bogens einer “Curve,” #2 und 7 den Kriimmungs- 
radius und den sogenannten Torsionsradius bedeuten, bezeichnet als “die Diffe- 
rentialgleichung der sphirischen Curven.” Um nicht schon Gesagtes wieder- 
holen zu miissen, wollen wir annehmen, dass es sich nur um reelle analytische 
Curvenziige handele. Da eine Erlaiuterung nicht hinzugefiigt zu werden pflegt, 
so kénnen dann die citierten Worte streng genommen nur heissen, dass die 
sphirischen Curven (analytischen Curvenziige) simmtlich, aber auch keine ande- 
ren, der genannten Gleichung Geniige leisten. Folglich, so miissen wir wohl 
schliessen, ist ein Kreis keine sphiirische Curve, da ja im Falle 7’=  jene 
Gleichung keinen Sinn hat, und also auch nicht erfiillt ist. 

Miissen wir wirklich so schliessen? Ja, wir sind keineswegs sicher vor dem 
Einwand: Kein “gutwilliger Leser” werde doch eine soleche Folgerung ziehen 
wollen! Also muss es wohl auch gesagt werden, dass die indirekte Beweisme- 
thode, die reductio ad absurdum, kein Biirgerrecht in der Wissenshaft haben 
wiirde, wenn man gegeniiber bedenklichen Behauptungen es erst abwarten 
miisste, ob Jemand in gutem Glauben verkehrte Folgerungen daraus ableiten wird, 
Wir werden uns auch auf bdéswillige Leser einrichten miissen, und da ist es 
wohl das Beste, einfach zuzugestehen, dass auch hier eines jener kleinen Ver- 
sehen vorliegt, die, sobald sie einmal in einem Lehrbuch gestanden haben, mit 
Sicherheit auch in jedem spiiteren zu finden sein werden. Andererseits handelt 
es sich gewiss nur um ein kleines Versehen, aus dem bedenklichere Folgen bis 
jetzt nicht hervorgegangen zu sein scheinen. Wir wollen nun aber einmal den 
Fall setzen, dass trotzdem irgend ein Mathematiker daran Anstoss nehme. 
Was fiir Ueberlegungen wiirde dieser sonderbare Heilige anzustellen haben? 

Das Niichstliegende wiirde sein, die Beschrinkung auf unebene Curven 
ausdriicklich zu stipulieren. Das wiirde immer da ausreichen, wo man die ange- 
fiihrte Gleichung als ein Kriterium verwenden wollte. Zugleich wiirde aber 
darin das Eingestindniss liegen, dass man eine ganz elementare Frage nicht 
vollstandig beantwortet hut: Welches ist denn nun “die Differentialgleichung 
der sphirischen Curven?” Es giebt doch wohl eine Differentialgleichung vier- 
ter Ordnung, der alle sphiirischen Curven, auch die Kreise, Geniige leisten! 
Man konnte freilich auf den Ausweg verfallen, den einmal eingebiirgerten 
Terminus durch die Behauptung retten zu wollen, dass die von uns kritisierte 
Ausdrucksweise ja doch auch im Falle der Kreise noch einen gewissen Sinn 
habe, dass die Kreise jener Gleichung etwa “uneigentlich geniigten.”” Welche 
gefahrliche Bahn man damit betreten wiirde, konnte sich ganz erst in ver- 
wickelteren Fiillen zeigen. Aber man geriith hier schon aus der Scylla in die 
Charybdis: Denn nunmehr wird es eine offene Frage, ob denn die ebenen Cur- 
ven in ihrer Gesammtheit sphirisch sind, oder nicht. Und in der That, wenn 
es eine Differentialgleichung giebt, der alle spharischen Curven geniigen, dann 
wird man es gar nicht verhindern kénnen, dass deren Grenzfiille, die ebenen 
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Curven, derselben Gleichung geniigen. Ohnehin ist klar, dass beide Arten von 
Curven zusammen eine einzige Familie, ein analytisches Continuum (von un- 
endlich vielen Dimensionen) bilden. Hier liegt also eine Zusammengehorigkeit 
vor, die an sich existiert, ganz unabhingig von unserem Willen; und eine wohl- 
ausgebildete Terminologie wird dieser Natur der Dinge Rechnung tragen miis- 
sen. Wollten wir uns nun aber entschliessen, auch alle ebenen Curven schlecht- 
hin sphirisch zu nennen, so wiirden wir auf unertriigliche Art gegen den Sprach- 
gebrauch verstossen. Die eine Aenderung der Terminologie wiirde eine Menge 
von Aenderungen nach sich ziehen, und sie wiirde das Gegentheil einer Verein- 
fachung bewirken, da der Begriff der unebenen sphiirischen Curven ja nun wie- 
der die Kreise nicht umfasst. 

So kommen wir schlieslich dahin, erstens neben die besprochene Gleichung 
eine andere von weiterem Geltungsbereich zu stellen (Nr. 60 der vorliegenden 
Abhandlung), zweitens, unter Ausschluss der Kreise, die ebenen Curven, inso- 
fern auch sie sphiirisch heissen sollen, durch ein Beiwort auszuzeichnen. Wir 
nennen sie uneigentlich-sphirische Curven. Den Gegensatz zu diesem Begriff 
bilden dann die eigentlich-spharischen Curven, zu denen alle Kreise und sonst 
nur unebene reelle Curven gehéren. Die unbequeme Folgerung, die man zu- 
niichst vielleicht wiirde ziehen wollen, dass nimlich iiberall da, wo man bisher 
von “sphiirischen” Curven geredet hat, nun mehr das Wort “eigentlich sphiir- 
ische Curven”’ gebraucht werden miisse, ergiebt sich nicht. Wo niimlich 


pricise formulierte Voraussetzungen vorliegen, durch die alle ebenen von Kreisen 


verschiedenen Curven ausgeschlossen werden, namentlich also, wenn es sich um 
Curven auf vorgeschriebener Kugel handelt, da wird man auch fernerhin das 
Wort sphiirisch so gebrauchen diirfen, wie es bisher schon iiblich war, ohne dass 
daraus Missverstiindnisse hervorgehen konnten. Es wird also eine eigentliche 
Verwickelung nicht entstehen, und es ist schliesslich auch nur ein Vortheil, wenn 
man eine gréssere Zahl unterschiedener Begriffe zur Verfiigung hat, nimlich: 

Sphiirische Curven, Eigentlich-sphiirische Curven, Unebene sphiirische Cur- 
ven, Ebene Curven, Uneigentlich-sphirische Curven. 

Mutatis mutandis wird schliesslich das Gesagte auch auf andere Worterkliir- 
ungen Anwendungen finden, so zum Beispiel schon auf die mit den Worten 
Kreis und Kugel zu verbindenden Begriffe, besonders wo es sich um das com- 
plexe Gebiet handelt. 

Natiirlich sehen wir sehr wohl, dass diese unsere Darlegung im Einzelnen 
nicht zwingend ist. Es ist aber auch gar nicht unsere Meinung, den Fachge- 
nossen eine bestimmte Terminologie aufzudringen. Worauf es uns ankommt, 
ist lediglich, fiihlbar zu machen, dass solche “ blosse Zweckmissigkeitsfragen,” 
iiber die man sich bisher sehr wenig Kopfzerbrechens gemacht zu haben scheint, 
eine ernsthafte Ueberlegung verdienen, wenn man es mit dem Ausdruck der 
wissenschaftlichen Thatsachen genau nehmen will—( Wenn /). 


| 
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Um nun unserer Kritik eine positive Wendung zu geben, wollen wir wenig- 
stens an einigen umfangreicheren Beispielen zu zeigen versuchen, wie wir uns eine 
befriedigendere Fassung der Grundbegriffe und der einfachsten Lehrsiitze denken, 
in denen jene Begriffe auftreten. Wir beginnen mit einem der elementarsten 
Fille, mit der Differentialgeometrie der analytischen Curven. Diese wollen wir 
jedoch nicht in ihrem ganzen Umfange aufrollen; wir werden uns vielmehr an 
ein bestimmtes — iibrigens, wie schon bemerkt, im Mittelpunkte der Theorie 
stehendes — Problem halten, nimlich an die Aufgabe der Classification der ana- 
lytischen Curven in der Euklidischen Geometrie des complexen Gebietes (im 
gewohnlichen, also sechsdimensionalen Raume). 

Es wird sich dabei einmal um die Darstellung der analytischen Curven durch 
sogenannte natiirliche Gleichungen handeln, die bisher nur in einem sogenann- 
ten allgemeinen Falle ausgefiihrt worden ist, sodann um die Frage nach der 
Aequivalenz — also hier Congruenz — von gegebenen Curven. 

Mit Lie’s Ideen beriihrt sich unsere Ausfiihrung insofern, als sie ganz und 
gar auf einer Theorie gewisser Differentialinvarianten beruht; im Wesentlichen 
aber ist hiermit die Uebereinstimmung zu Ende. Unsere Methode wurzelt in 
der Algebra; den Ausgangspunkt bilden Lehrsitze iiber Invarianten orthogo- 
naler Transformationen, die der Verfasser friiher entwickelt hat, und die, so- 
weit es nétig ist, in § 1 recapitulirt werden. Das vollstindige System dieser 
Invarianten ist umfassender als jenes System, mit dessen Hiilfe Lie bereits das- 
selbe Aequivalenzproblem zu lésen versucht hat. Dass dieser Versuch nicht 
gelungen ist, und warum er nicht gelingen konnte, haben wir in der erwihnten 
Kritik nachgewiesen. 

Uebrigens werden wir in der Betrachtung von Differentialinvarianten, iiber 
die noch Vieles zu sagen wiire, nur so weit gehen, als das Aequivalenzproblem es 
erfordert, zumal unsere Untersuchung wegen der betriibenden Nothwendigkeit, 
ganz ab ovo anzufangen, ohnehin ziemlich umfangreich ausfallen wird. Das 
Eingangs entwickelte Programm wird also hier nur theilweise verwirklicht 
werden. In einer vollstindigen Theorie wiirden auch die von uns nicht verwer- 
theten Begriffe der infinitesimalen Transformation und der Gruppenerweiter- 
ung zu ihrem Rechte kommen miissen. 

Dass wir fiir Leser schreiben, denen die in den Lehrbiichern abgehandelte 
Theorie der (nach unserer Terminologie reguliren) Raumeurven nicht fremd ist, 
und dass wir ofter und Wesentliches aus dem vorhandenen Reichtum schépfen 
werden, bedarf wohl kaum der Erwihnung. 

Wegen des Grundbegriffs der analytischen Curve kénnen wir, wenn auch 
auf keines der uns bekannten Lehrbiicher, so doch auf einen vortrefflichen 
Artikel der mathematischen Encyklopddie verweisen, iiber die Begriffe Linie 
und Fliche, aus der Feder des Herrn v. MANGoLDT. Doch werden wir auch 
hier, um Missverstindnisse sicherer zu vermeiden, das Wichtigste in Erinner- 
ung bringen. 
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Eine universelle, auf alle erdenklichen Gruppen anwendbare Methode ist die 
unsrige nicht; eine solche giebt es aber bis jetzt iiberhaupt nicht, und wenn 
sie je aufgestellt werden sollte, so wiirde sie ihre Brauchbarkeit im concreten 
Falle erst noch zu erweisen haben. Dagegen werden sich in der Euklidischen 
Geometrie auch bei unbestimmter Dimensionenzahl Betrachtungen iihnlich den 
unsrigen anwenden lassen, und, mutatis mutandis, zum Beispiel auch in der 
Nicht-Euklidischen Geometrie oder in der Geometrie der allgemeinen projectiven 
Gruppe, im letzten Falle allerdings, mit Garantie der Vollstiindigkeit der auf- 
zustellenden Systeme von Invarianten und Covarianten, vorliufig nur im Falle der 
Ebene. Auch ist das ganze Verfahren natiirlich nicht auf die Theorie der Cur- 
ven beschriinkt. Wir denken noch einige andere Beispiele folgen zu lassen. 


$1. BEWEGUNGSINVARIANTEN VON VECTOREN. 


Wir betrachten ein System von Vectoren a, b,c, ---, in endlicher Zahl, mit 
rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten a,, a,, a,; 6,, 6,, 6, ; ---, die wir als 
unabhiingig-veriinderliche Gréssen ansehen wollen. Dann ist aus den Elemen- 
ten bekannt, dass die Verbindungen der Typen 


(a\b) =a,b,+ a,b, + a,6,, 
(abe) = |a, b,c, | { = —(acb)ete. }, 
wozu, im ersten Falle, auch Ausdriicke der Form 
(a\a)= a,a, + 4,4, + 4,4, 


gerechnet werden sollen, (sogenannte absolute) Bewegungsinvarianten sind, dass 
sie nimlich ihre Werthe nicht iindern, wenn man Anfangs- und Endpunkt eines 
jeden Vectors derselben (Euklidischen, reellen oder complexen) Bewegung, oder 
die Componenten dieser Vectoren derselben terniiren orthogonalen Transforma- 
tion unterwirft. Die gleiche Eigenschaft hat dann nothwendig jede (nicht nur 
jede homogene) ganze rationale Function der genannten Grossen. Nennen wir 
nun ganze rationale Bewegungsinvariante-der Vectoren a, b, c, --- jede ganze 
rationale Function J der Coordinaten a,, b,,¢,,---(k=1, 2,3), die nach 
Ausfiihrung irgend einer Bewegung ihren Werth reproduciert — was durch eine 
Gleichung der Form 


J(a,, 4,, ---)=S(a,, a,, a, b,, 


ausgedriickt wird —, so gilt der Satz, dass mit den ganzen rationalen Functio- 
nen der “ elementaren”’ Invarianten 


(a|a), (a|b), ---, (b{b), (dlc), ---, (abe), (abd), --- 


bereits alle ganzen rationalen Bewegungsinvarianten der—nach Voraussetzung 


f 
| 
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frei-veriinderlichen —Vectoren a,b,c,---gefundensind.* Zufolge dieses (ersten) 
Fundamentalsatzes der Vector-Analysis, dessen Kenntniss fiir das Folgende 
iibrigens nicht unerlasslich ist, hat man bei gewissen Rechnungen nicht nothig, 
die Componenten der einzelnen Vectoren iiberhaupt noch in Betracht zu ziehen ; 
man braucht sie auch in den Formeln nicht zur Erscheinung zu bringen. Dann 
aber, wenn man also mit den Zeichen (a|b), (abc) selbst rechnen will, ist es 
natiirlich dringend erwiinscht, die algebraischen Identititen vollstidndig zu iiber- 
sehen, die zwischen den durch eben diese Zeichen dargestellten elementaren In- 
varianten stattfinden; und das ist in der That bis zu einem gewissen Grade 
moglich, da diese Relationen sich simmtlich durch vorgeschriebene Rechnungen 
aus Formeln der beiden Typen 


(1) (bed) (a|e) —(abe)(d\e) =0, 
(2) (abe) (def) 


zu deren zweitem wir z. B. auch die Identitiit 
(abe)? — = 9, 
zihlen wollen, ableiten lassen.+ 
Fiir das Folgende wird es geniigen, diese Reduction von Identititen zwischen 
Bewegungsinvarianten auf “irreducibele” Identititen in jedem einzelnen Falle 


auszufiihren, was keinerlei Schwierigkeit bietet. Der Leser moge sich die 
Sache an dem Beispiel 


(3) 
deutlich machen. 

Die Gruppe der Bewegungen ist in umfassenderen Gruppen von Punkttrans- 
formationen als invariante Untergruppe enthalten, die sich alle erschépfend 


* Ein Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Satze in § 58 von CLEBSCH’s Bindren For- 
men (Leipzig, 1872), S. 201. 

Wie in der gewohnlichen Invariantentheorie gilt der Satz nicht mehr, wenn die Coordinaten 
ax, by u. 8. w. nicht unabhiingige Veriinderliche sind. ‘Trotzdem geniigt dort wie hier bei Be- 
handlung des Aequivalenzproblems die Betrachtung der schon bei unabhingig-verinderlichen 
Argumenten vorhandenen Invarianten, vorausgesetzt nur, dass man das System der zu unter- 
suchenden Figuren einer gewissen Erweiterung unterwirft. Diese Erweiterung besteht hier in 
der Zufiigung eines frei-veriinderlichen Hiilfs-Vectors m@. Vgl. §2. 

{ Bezeichnet niimlich F irgend eine ganze rationale Function elementarer Invarianten, die 
identisch verschwindet, und sind ® und ¥ Ausdriicke der in (1) und (2) linker hand stehenden 
Gestalt, so ist immer 

FH 
wo A und B wiederum ganze rationale Functionen elementarer Invarianten sind. Die Umsetz- 
ung von F in diese Form erfolgt durch Zufiigung von Gliedern, die einander gegenseitig zersté- 
ren, ohne dass man dabei den Integrititsbereich der elementaren Invarianten zu verlassen 
brauchte. Wir bezeichnen diesen Satz als den zweiten Fundamentalsatz der V ectoranalysis. 

Der Beweis erfolgt genau so wie in des Verfassers Methoden zur Theorie der ternéren Formen, 
(Leipzig, 1889) der Beweis eines verwandten Lehrsatzes, (II, §6). Vgl. auch Leipziger 
Berichte, Bd. 49 (1897), S. 443 und Mathematische Annalen, Bd. 49 (1897), S. 497, wo 
von ihnlichen Sitzen ein ausgedehnter Gebrauch gemacht wird. 


4 
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angeben lassen. Wir brauchen hier indessen nur eine einzige dieser Gruppen 
zu betrachten, die durch Verbindung der Bewegungen mit der Spiegelung 
am Anfangspunkte der Coordinaten entsteht, die (sogenannte gemischte) 
Gruppe der Bewegungen und Umlegungen. Man iibersieht sofort, dass die 
elementaren Vectorinvarianten des Typus (abc) bei Ausfiihrung irgend einer 
Umlegung die negative Einheit als Factor annehmen, dass diese a/ternierenden 
Bewegungsinvarianten also nur sogenannte relative Umlegungsinvarianten sind, 
dass aber die elementaren symmetrischen Bewegungsinvarianten — die des 
Typus (a|b) —, auch bei den Umlegungen vollig ungeiindert bleiben. Umge- 


kehrt ist jede solche ganze rationale Function der Coordinaten a,, b,, ---, also 


jede ganze rationale absolute Umlegungsinvariante eine ganze rationale Func- 
tion der elementaren Umlegungsinvarianten (a|a),(a|b),---. Diese ganzen 
rationalen Functionen bilden also einen Unterbereich im Integritiitsbereich der 
ganzen rationalen Bewegungsinvarianten. Jede solche Bewegungsinvariante, 
die nicht selbst absolute Umlegungsinvariante ist, ist Wurzel einer quadrati- 
schen Gleichung mit Coefficienten, die solche sind. Uebrigens lassen sich 
auch die identischen Relationen zwischen den Umlegungsinvarianten (a|a), 
(a|6) ---, also die identisch verschwindenden ganzen rationalen (absoluten) 
Umlegungsinvarianten von Vectoren erschépfend angeben: Sie alle lassen sich 
durch gewisse Rechnungen aus den (im Bereiche der Umlegungsinvarianten 
“irreducibelen”’) Identititen des Typus 


(3) I(ale)(b| F)(elg)(a] A) | = 0 
ableiten.* 

Die wenigen eingefiihrten Zeichen sind fiir unseren ja sehr eng begrenzten 
Stoff bereits vollkommen ausreichend. Doch ist es bequem, fiir eine hiufig 
wiederkehrende Verbindung elementarer Invarianten noch ein weiteres Zeichen 
einzufiihren, nimlich 


(ab|cd) =(a\c)(b|d)—(a|d)(b{c). 


Es gelten dann, unter Anderem, die identischen Gleichungen 


(4) (ab|cd) + (be|ad) + (ca\bd) = 0 
und 
(5) (ab|ab)(ac!ac) —(ab|\ac)* = (a\a)(abec)’, 


deren zweite ebenfalls ein einfaches Beispiel fiir eine “reducibele” Identitiit 
zwischen elementaren Vectorinvarianten ist. — Wie man aus den erklirten Be- 
griffen umfassendere (rationale, algebraische, analytische Bewegungsinvariante) 
ableiten kann, braucht wohl nicht besonders auseinandergesetzt zu werden.t 
Nach dem Gesagten wird es sich fiir uns um eine Anwendung der sogenann- 
ten Vectoranalysis handeln. Es mag daher nicht unpassend erscheinen, einige 


* Leipziger Berichte, Bd. 49 (1897), S. 445, Lehrsatz III. 
t Vgl. des Verfassers Methoden, I. Abschnitt. 


| 

\ 

| 
| 

i 

| 

| 
| 

| 
| 
| 

| 


1909] DER ANALYTISCHEN CURVEN 11 


Worte iiber diese Methode hinzuzufiigen. Ihre Entstehung verdankt sie 
unseres Erachtens HERMANN GRASSMANN, ungeachtet des Umstandes, dass in 
HamILTon’s Quaternionentheorie in dem hier in Betracht kommenden Falle des 
gewohnlichen Raumes (bei drei Vectorcomponenten a,, a,, @,) die Verbindun- 
gen (a|b) und (abc) von Vectorcoordinaten ebenfalls vorkommen. )—nach 
GRASSMANN zu lesen “a in 6” —ist nichts Anderes als das “innere Product” 
der Vectoren a,b, und (abc) das “iussere Product” der Vectoren a, b,c. 
Das von GRASSMANN ebenfalls eingefiihrte “iiussere Product” von nur zwei 
Vectoren a, b werden wir in der vorliegenden Arbeit nicht benutzen. Es liisst 
sich als selbstiindiger Begriff hier entbehren. Es ist dieses sogenannte Product 
nimlich ein Vector mit den Componenten 


a,b, —a,b,, a,b,—a,b,, a,b, —a,b,, 


das heisst mit Componenten, die Factoren von c,,¢,, ¢, im Ausdruck (abc) sind, 
oder es kann wenigstens so gedeutet werden. Man wird daher bei Einfiihrnng 
eines Hiilfsvectors c durch (abe), oder, wenn man die Sonderstellung dieses 
Hiilfsvectors durch Gebrauch eines besondern Zeichens  andeuten will, durch 
(abw ) das genannte System von drei Gréssen bereits mit vollkommener Deutlich- 
keit darstellen kénnen. 

Die angefiihrten Formeln kommen simmtlich schon bei GRAssMANN vor. Da 
diese Formeln Specialfille allgemein gebriiuchlicher Lehrsitze der elementaren 
Determinantentheorie sind, die schon vor GRASSMANN vorhanden war, so wollen 
wir damit sagen, dass GRASSMANN zuerst den Nutzen besonderer Zeichen fiir 
die Coordinatenverbindungen (a|b), (abc) und andere der Art erkannt zu 
haben scheint. Dass freilich bei systematischem Gebrauch dieser Zeichen und 
der zugehérigen Identititen (1), (2), (3) ein wohlumschriebener Gedanken- 
kreis sich beherrschen lasst, diese Einsicht findet sich bei GRASSMANN nicht. 
Soviel wir wissen, fehlt sie aber auch noch in den neuesten Lehrbiichern der 
Vectoranalysis, deren Verfassern der Gedanke ferne gelegen zu haben scheint, 
dass die Invariantentheorie mit ihrem Stoffe irgend etwas zu thun haben konnte. 

Uebrigens lehrt die Invariantentheorie noch etwas Anderes: Dass namlich 
der Gedankenkreis, in dem man diese oder iihnliche Zeichen mit wirklichem 
Nutzen, wo nicht fiir die Sache, so doch fiir die Uebersichtlichkeit der Darstel- 
lung verwenden kann, sehr eng umgrenzt ist. Wer solche Zeichen anwenden 
will, wird gut thun, sich auch deutlich zu machen, wo sie nicht am Platze sind. 


§ 2. DiIFFERENTIALINVARIANTEN, DIFFERENTIALCOVARIANTEN UND INTEGRAL- 
INVARIANTEN ANALYTISCHER CURVEN. 


In der ganzen folgenden Untersuchung wird ausschliesslich von analytischen 
Curven oder Linien die Rede sein, die zweidimensionale Gebilde sind, und zu 
denen, wie ausdriicklich bemerkt werden midge, keineswegs alle algebraischen 


ij 
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Curven, sondern nur die sogenannten irreducibelen unter diesen gehoren. Der 
Zusatz “analytisch” kann, als selbstverstindlich, hier gelegentlich auch wegge- 
lassen werden. Die analytischen Curven sollen ferner von uns nur insoweit be- 
trachtet werden, als sie geometrische Oerter von eigentlichen Punkten sind. 
Insbesondere bleiben von unserer Untersuchung ausgeschlossen alle von soge- 
nannten uneigentlichen Punkten gebildeten “Curven” (wie man sie besonders 
in der projectiven Geometrie eingefiihrt hat). Driickt man die rechtwinkligen 
Cartesischen Coordinaten x,, x,, 7, eines eigentlichen Punktes x als analytische 
Functionen eines Parameters ¢ aus, die einen gemeinsamen Existenzbereich ha- 
ben* und sich nicht simmtlich auf Constante reducieren, so erhilt man, wenn 
man ¢ in diesem zweidimensionalen eine RreMann’sche Fliche vorstellenden Be- 
reich {¢} variiren lisst, unter Umstiinden alle (eigentlichen) Punkte einer ana- 
lytischen Curve, in der Regel jedoch nur eine Theilmenge dieser Punktmenge — 
ein Curvenstiick, das ein (in keinem Falle abgeschlossenes) zweifach ausgedehn- 
tes Continuum bildet, und ganz aus Punkten “algebraischen Charakters”’ be- 
steht, auch durch ein entsprechendes Stiick einer rationalen Curve gleichmissig 
angeniihert werden kann.+ Es kann dann eintreten, dass das ganze Curvenstiick, 
oder auch nur ein Theil davon, durch die Parameterdarstellung mehrfach iiber- 
deckt wird, dass alle Punkte eines zweidimensionalen Gebietes auf der Curve zu 
mehreren Stellen gehéren. Dieses Vorkommniss kann man aber immer ver- 
meiden, indem man nothigenfalls das Gebiet, in dem die Veriinderliche ¢ sich 
bewegen darf, weiter einschrinkt, auf ein Gebiet {{t}} reduciert, oder auch, 
indem man einen anderen Parameter einfiihrt. Die dann etwa noch iibrigen 
isolierten Punkte des Raumes, die zu mehreren Stellen (¢) als Curvenpunkte 
gehoren, wird man als “ verschiedene” Punkte des (eingeschriinkten) Curven- 
stiicks so oft zihlen, als entsprechende Stellen mit zugehorigen Umgebungen 
auf der Rremann’schen Fliche { {¢}} vorhanden sind. 
Die durch ein- oder mehrmalige Differentiation der Functionen 


v(t), = @,(t) 


nach dem Parameter ¢ erhaltenen Systeme ven Grossen «;,, x’, u. s. w. detiten 


wir jetzt als Coordinaten von Vectoren (s. § 1), die wir mit 2’, x” u. s. f. bezeich- 
nen. Substituieren wir diese in die in $1 gebildeten Ausdriicke elementarer 


* Sind mehrere Bereiche gemeinsamer Existenz der Functionen z,(¢), z(t), z3(¢) vorhanden, 
so kommt stets nur einer von diesen in Betracht. 

t Blosse Grenzstellen, sogenannte wesentlich-singulire Stellen, die sich natiirlich mit den be- 
trachteten iiberlagern kénnen, bleiben von unserer Untersuchung vollig ausgeschlossen. Man 
kann ihren Inbegriff unter dem Namen der natiirlichen Grenze der Curve zusammenfassen ; wohin 
wir mithin auch etwanige isolirte wesentlich-singulire Stellen rechnen. 

Wollte man auch die Grenzpunkte noch simmtlich zur Curve rechnen, so wiirde man sich der 
Folgerung nicht entziehen kénnen, dass diese unter Umstiinden den ganzen Raum ausfiillt. Ist 
zum Beispiel f(x) ein eigentlich-hyperelliptisches Integral, so finden sich in jeder Umgebung 
irgend eines Punktes (z, y ) regulire Stellen der Curve y—/f(z) =0. 


| 
| 
| 
| 


1909] DER ANALYTISCHEN CURVEN 13 


Vector-Invarianten, so entstehen eine Reihe von Groéssen wie |x’), |x”), 
u. s. f., die natiirlich ebenfalls bei Bewegungen ungeindert 
bleiben. Wir wollen sie, da sie nicht schlechthin von der Curve sondern auch 
von der gewihlten Parameterdarstellung abhiangen, e/ementare differentielle 
Semiinvarianten (der Curve) in Bezug auf die Bewegungsgruppe nennen. 

In gleicher Weise kénnen wir ferner zur Curve gehorige differentielle ele- 
mentare Semicovarianten bilden, indem wir neben den Differentialquotienten 
noch die Codrdinaten @,, #,, @, eines willkiirlichen von dem Parameter ¢ nicht 
abhingigen Vectors @ zulassen, also z. B. 


(a'|@), 
wozu noch die von @ allein abhingige Invariante oder hier vielmehr “ Covari- 
ante” (w|w) = + + zu fiigen sein wird. Aus diesen Grossen lassen 
sich dann weiter iiberhaupt ganze, rationale u. s. f. Semi-Invarianten and Semi- 
Covarianten bilden, wie bei Vectoren iiberhaupt Bewegungsinvarianten (§ 1). 
Gewisse unter den ganzen rationalen Semi-Invarianten und -Covarianten wie 


z. B. 


(2 
oder, in etwas verwickelteren Fallen, 


( | a") 


w), 


va”) — 3 (a' |x") | 
und 
(1|1)(184) —3(1|2)(124) + 3(2}2)(128) + 4(1|3)(128)* 


haben nun auch gegeniiber Einfiihrung eines neuen complexen Parameters 7 an 
Stelle von ¢ (die hier natiirlich nur durch eine analytische Substitution erfolgen 
kann) ein besonders einfaches Verhalten: Sie nehmen je einen Factor an, der 
nur von der Parametersubstitution abhingt. Diese Grdssen, die also nur einen 
Theil der erklirten ganzen rationalen Semi-Invarianten und -Covarianten um- 
fassen, sind es nun, auf die es in der Curventheorie eigentlich ankommt: Wir 
nennen sie ganze rationale Differential-Invarianten und -Covarianten der 
betrachteten Curve in Bezug auf die Bewegungsgruppe, und rechnen zu den 
letzten auch die “identische Covariante” 
(@|@) = + + 

die von der Curve gar nicht abhiingt, und bei der Parametersubstitution vollig 
ungeindert bleibt.+ 

Der Factor, mit dem irgend eine dieser ganzen rationalen Differentialin- 
varianten oder -Covarianten bei Ausfiihrung einer Parametersubstitution re- 
* Wir deuten ofter die Differentiationen durch blosse Ziffern an. Obiger Ausdruck steht also 
fiir (2! |x’) — 3 (2! + [3 (27 |x”) + 4 ( 


+ Der Begriff der Semi-Invariante oder -Covariante umfasst also den Begriff der Invariante 
oder Covariante. 
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produciert wird, ist stets eine Potenz des Differentialquotienten dt:dr* mit 
ganzzahligem nicht negativem Exponenten. 

Wenn niimlich n die Ordnung des héchsten in der betrachteten Function vor- 
kommenden Differentialquotienten bezeichnet, so ist dieser Factor jedenfalls 
eine ganze rationale Function von dt: dr, ---, Wiire er also nicht 
eine Potenz von dt: dr, so kénnte man ihn durch Integration einer gewohnli- 
chen Differentialgleichung zwischen ¢ und 7 der Art zum Verschwinden bringen, 
dass ¢ als Function von 7 nicht constant wire. Andererseits wiirde man auch 
einen neuen Parameter 7, so einfiihren konnen, dass der zu diesem gehoérige Fac- 
tor nicht verschwindet. Den Parameter 7, wiirde man aber auch durch Vermit- 
telung von 7 einfiihren konnen. Man erhielte also einen Widerspruch, indem 
die transformierte Invariante oder Covariante bei der einen Art der Berechnung 
identisch gleich Null wiirde, bei der anderen nicht. Nur in dem Falle, wo alle 
Lésungen jener Differentialgleichung auch der Gleichung dt: dt = 0 geniigen, 
verschwindet der Widerspruch, da dann eine Parametersubstitution iiberhaupt 
nicht mehr vorliegt. 

Den Exponenten der genannten Potenz nennen wir das Gewicht der einzel- 
nen Differentialinvariante oder Covariante; dieses ist dann, wenn man die 
genannte Function als Summe von Producten elementarer Semiinvarianten oder 
Semicovarianten dargestellt hat, gleich der Summe aller vorkommenden Diffe- 
rentiationsexponenten in irgend einem Gliede, also eine ganze nicht negative 
Zahl. In den angefiihrten Beispielen sind die Gewichte der Reihe nach die 
Zahlen 2, 6,6; 1, 3,4; 9 und 10. 

Weiter ergeben sich nun ohne Weiteres die Begriffe der rationalen, der 
ganzen algebraischen u.s. w. Differential-Invarianten und -Covarianten, denen 
ebenfalls in leicht kenntlicher Weise — nicht nothwendig ganzzahlige oder posi- 
tive — “ Gewichte” zuzuschreiben sind.+ 

Unter den algebraischen Differential-Invarianten finden sich zwei Arten, 
denen fiir die Curventheorie eine besondere Bedeutung zukommt, die nimlich, 
die das Gewicht Null, und die, die das Gewicht Eins haben. Die ersten heissen 
absolute Invarianten ; zu ihnen gehoren, soweit sie existiren, die als Kriimmung 
und Torsion einer Curve bezeichneten Grossen 


(1{1)v(1{1) (12| 12)! 
die erste eine zweiwerthige Umlegungsinvariante, die zweite eine rationale Be- 
wegungsinvariante.f 


* Bei Flichen tritt an dessen Stelle eine Functionaldeterminante. 
+ Man verygleiche die analogen D--finitionen in des Verfassers Methoden zur Theorie der terndren 


Formen \bschnitt) 
t Einige \utoren geben der ‘* Torsion’’ das entgegengesetzte Vorzeichen, bestimmen sie auch 


wohl nur indirect mit Hilfe der FreNet’schen Formeln. Beides scheint uns nicht empfehlens- 


werth. 
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Die Bedeutung der absoluten Invarianten vom Gewichte Eins beruht darauf, 
dass offenbar auch dem Differential dt ein “ Gewicht,” und zwar das Gewicht 
—1 zugeschrieben werden muss. Hat die Invariante J das Gewicht Eins, so 
wird J-dt ein “absolutes Differential,” und 


f Jdt, 


eine sogenannte Jntegralinvariante; wie im nichstliegenden Falle der Curven- 


(2 

Als Function ihrer oberen Grenze ist jede Integralinvariante, sofern sie bei 
einer bestimmten Curve iiberhaupt existiert, eine analytische Function des Ortes 
auf der Curve, die nicht abhingt von der einzelnen Parameterdarstellung, 
auch nicht an deren etwanige natiirliche Grenzen gebunden ist, und deren 
Singularititen daher nothwendig durch Bewegungen unzerstorbare Besonderhei- 
ten der zugehdrigen Curvenpunkte selbst — nicht blos einer Parameterdarstel- 
lung — anzeigen. Dasselbe gilt natiirlich auch von den absoluten Invarianten, 
die als besondere Integralinvarianten angesehen werden konnen. 

Ist eine Integralinvariante, wie z. B. der Bogen, als Function ihrer oberen 
Grenze nicht constant, so kann sie als unabhingige Verinderliche benutzt wer- 
den: Man hat dann einen natiirlichen Parameter vor sich. Wir werden wei- 
terhin dfter solche Parameter einfiihren, die bis auf eine additive Constante, 
oder, wie der Bogen, bis auf das Vorzeichen und eine additive Constante bestimmt 
sind. (Nur bei einer ganz speciellen Curvenfamilie, nimlich bei den Minimal- 
geraden, giebt es natiirliche Parameter dieser Art nicht). 


bogen 


§ 3. GLIEDERUNG DES STOFFs. 


Aus dem im vorigen § Gesagten geht hervor, dass man von einer “Curve” 
xe = x(t) {d.h. xu, =2,(t), 2,3} 


reden darf, ungeachtet des Umstandes, dass eine einzelne Parameterdarstellung 
méglicher Weise blos ein Curvenstiick liefert. Man muss dann nur die Be- 
trachtung auf solche Curvenpunkte beschriinken, in deren Umgebung eine 
solche Parameterdarstellung vorhanden ist, dass die Coordinaten x, durch ge- 
wohnliche Potenzreihen ausdriickbar werden, und man muss voraussetzen, dass 
der gerade benutzte Parameter ¢ eben ein solcher Parameter ist. Der Parame- 
ter fungirt dann eigentlich nur noch als Zeichen fiir den einzelnen Punkt der ge- 
nannten Art. Diese Punkte “algebraischen Charakters” bilden dann ein (un- 
ter den hier gemachten Voraussetzungen niemals abgeschlossenes) Continuum, 
den Existenzbereich der Curve, dessen Grenzstellen, falls (im Endlichen) solche 
vorhanden sind, die natiir/iche Grenze der Curve ausmachen.* Im Existenz- 


* Vergleiche die Anmerkung auf Seite 12. 
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bereich liegen dann insbesondere die reguldren Punkte der Curve, die Punkte 
algebraischen Charakters nimlich, fiir die eine derartige (reguldre) Parameter- 
darstellung existiert, dass mindestens einer der Differentialquotienten «|, x}, x; 
nicht verschwindet. In der Umgebung eines jeden Punktes dieses Regulari- 
tiitsbereiches kann man dann mindestens eine der Coordinaten x,, x,, x, selbst 
als reguliren Parameter benutzen, nicht aber — was zu beachten ist — immer 
fiir alle reguliren Punkte dieselbe Coordinate. Da auch diese reguliren Punkte 
schon ein zweifach ausgedehntes Continuum bilden und die Curve im Ganzen 
bestimmen, so kann man sich auf die Betrachtung von solchen in regulirer Pa- 
rameterdarstellung gegebenen reguliiren Punkten da beschrinken, wo es, wie 
hier, darauf ankommen wird, Curvenfamilien durch Differentialgleichungen zu 
charakterisieren. 

Eine invariante, bei der Gesammtheit aller Bewegungen in Ruhe bleibende 
Familie von Curven wird immer erhalten, wenn wir von einer nicht an sich 
verschwindenden ganzen rationalen Differentialinvariante J— z. B. von der In- 
variante ( a’ verlangen, dass sie an jeder reguliren Stelle einer beson- 
deren Curve “den Werth Null habe,” nimlich bei regulirer Parameterdarstel- 
lung der Umgebung eben dieser Stelle verschwinde. 

Wir schreiben dann J = 0 oder deutlicher 


J=0 {t},* 


unterscheiden also diese Forderung in der Bezeichnung von der Forderung 
J = 0, die das Verschwinden von J nur an einer einzelnen Stelle verlangt. 

Entsprechend konnen wir invariante Curvenfamilien durch die Forderung er- 
kliren, dass fiir besondere Curven an allen reguliren Stellen eine (iibrigens 
nicht vdllig beliebige, vgl. weiter unter A) rationale Covariante C fiir alle 
Lagen des Vectors » verschwinde; wofiir wir da, wo es die Deutlichkeit verlan- 
gen wird, schreiben wollen 

C=0 {t, o}.t 

Invariante Differentialgleichungen und invariante Systeme von Differential- 
gleichungen der beschriebenen Art sind es aun, die bei der Classification der 
analytischen Curven die Haupteintheilung liefern: Wir stellen zunichst einige 
einfache Lehrsiatze zusammen, die uns dann sogleich zu einer sachgemissen 
Gliederung des zu behandelnden Stoffs fiihren werden. 

(A). Das Gleichungssystem 


(2! 
bestcht bei keiner analytischen Curve. 
(B). Das Gleichungssystem 


wo)=0 {t, o} 


= 0 {t, 


* Etwa zu lesen: ‘‘J identisch gleich Null fiir alle ¢’’ (niimlich fiir alle regularen ¢). 
t ‘‘C identisch gleich Null fiir alle ¢ und alle ,.”’ 
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wird durch jede gerade Linie, aber durch keine andere analytische Curve be- 
Sriedigt. 

Es verschwinden bei den Geraden iiberhaupt alle elementaren Semicovarian- 
ten des Typus (#® x‘*w ), und dann natiirlich auch alle alternierenden Invarianten 
(2 a) identisch. 

(C). Ebenso ist die Gleichung 

= 0 {t) 


charakteristisch fiir die ebhenen Curven.* 

Bei diesen verschwinden natiirlich tiberhaupt alle alternierenden elementaren 
Semiinvarianten (2 2) identisch. 

Ist eine analytische Curve nicht gerade, ist also 


a" w) = 0 


so nennen wir sie krumm, eine krumme Linie,+ ohne damit sagen zu wollen, 
dass auch das conventionelle Maass ihres Gekriimmtseins — die trotz des Wider- 
spruches von Gauss auch heute noch allgemein sogenannte Ariimmung — von 
Null verschieden sein miisste. Unebene Curven, solche also, fiir die 

ist, heissen entsprechend auch doppelt-gekriimmt. 

Jede analytische Curve hat in jedem Punkte algebraischen Charakters eine 
bestimmte Tangente, Grenzlage der Sehnen, die den Punkt mit seinen Nach- 
barpunkten ¢ verbinden; und wenn sie eine krumme Linie ist, so erfiillen auch 
diese Tangenten wieder —eventuell zusammen mit gewissen ihrer Grenzlagen — 
ein zweidimensionales analytisches Gebilde, die Tangentenfliiche der Curve. 
Ferner hat jede krumme Linie in jedem Punkte algebraischen Charakters eine 
bestimmte Schmiegungsebene, Grenzlage der Ebenen, die die Tangente mit den 
genannten Nachbarpunkten verbinden, und wenn die Curve nicht eben ist, so 
erfiillen diese Schmiegungsebenen, wieder eventuell sammt Grenzlagen, ein 
zweidimensionales analytisches Gebilde: “die Curve als Ort ihrer Schmiegungs- 
ebenen.” 

(D). Die Gleichung 

|x’) = 0 {t} 


* (2’x’x’” ) ist eine sogenannte WRONSKIsche Determinante. Wegen deren Verschwinden un- 
ter anderen Voraussetzungen vergleiche man die auf Seite 3 bereits citierten Untersuchungen. 

+ Wir fiihlen wohl die Hiirte dieser ganzen Terminologie. Es ist fast unertriglich, dass ein 
zweidimensionales Gebilde als Linie oder Curve bezeichnet werden soll. So ist es indessen schon 
lingst iiblich, und wir sehen auch nicht, wie man hitte anders zu Werke gehen sollen. 

t Wir erinnern daran, dass gewisse der Curve als reguliire Punkte angehérige Punkte des Rau- 
mes als Curvenpunkte mehrfach zu ziihlen sind. Diese Punkte haben verschiedene Umgebun- 
gen und Tangenten, die ebenfalls mehrfach zu ziihlen sein werden. 

Trans. Am. Math. Soc. 2 
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sagt aus, dass simmtliche Tangenten der Curve x= den absoluten Ke- 
gelschnitt* treffen. Ist die Curve eine krumme Linie, so beriihren dann 
auch alle ihre Schmiegungsebenen den absoluten Kegelschnitt. 

Eine solche Curve wird Minimalcurve genannt. Da dann das Differential 
des Bogens identisch verschwindet, so kann man bei den Minimaleurven den 
Bogen nicht als Parameter benutzen. 

(E). Die Gleichung 

besteht fiir alle geraden Linien. Bei krummen Linien aber sagt sie aus, dass 
deren stimmtliche Schmiegungsebenen den absoluten Kegelschnitt.beriihren. 

Solche Ebenen heissen Minimalebenen. Da nach Nr. (5), S. 10 


(12|12)(13|13) — (12|18)? = (1|1)(123)? 
ist, und da aus (12{12)=0 {¢} auch (12|13) =0 {¢} folgt, so ergiebt sich 


weiter: 


(F). Jede krumme Linie, fiir die 
| = 0 {t} 


ist, liegt entweder in einer Minimalebene, oder sie ist eine Minimalcurve.t+ 
Beides schliesst sich natiirlich nicht aus; weiter aber findet sich: 
(G). Jede ebene Minimallinie ist gerade (eine Minimalgerade.) 


Dies ist selbstverstandlich, wenn man sich auf die Theorie der gewohnlichen 
Differentialgleichungen stiitzen will. Elementar kann man den Satz (G) so 


herleiten : 

Aus (1|1)=0 {¢} folgt (1/2) =0 {¢}, (1/8) +(2|/2)=0 {¢}, also 
nach Vr (2), S. 9,(128)?+ (2/2)? =0{¢}. Aus(123)=0{¢} folgt dann 
(2|2)=0{¢}, und da, wiederum nach Nr(2), (12@)* +(2|2)(1|o)*?=0 
{ t, @} ist, so ergiebt sich schliesslich (120) = 0 {t,@}. 

Aus dem Gesagten ergiebt sich nunmehr eine Vertheilung aller analytischen 


* Absoluter Kegelschnitt heist jene der ‘‘uneigentlichen Ebene’’ angehérige—von unserer 
Untersuchung sonst ausgeschlossene— Curve, die bei allen Aehnlichkeitstransformationen in 
Ruhe bleibt. Sie wird in geeigneten Ebenencoordinaten dargestellt durch eine Gleichung der 


Form 
u? + uz3—0. 

Der in der deutschen Litteratur gebriiuchlichere Ausdruck ‘‘unendlich ferner Kugel- 
kreis (!)’’ (oder gar ‘‘ Kugelkreis’’) ist irreleitend, wie iibrigens auch schon der Ausdruck un- 
endlich ferne Ebene. Hilt man nimlich von zwei eigentlichen Punkten den einen fest, und 
liisst man den anderen auf den absoluten Kegelschnitt riicken (wodurch er seine Eigenschaft als 
eigentlicher Punkt verliert), so wird der Abstand beider Punkte in der Grenze keineswegs nur 
den Werth «, sondern jeden beliebigen Werth annehmen kénnen. 

+ Aus Griinden, auf die wir hier nicht eingehen wollen, kann man die in Minimalebenen ge- 
legen krummen Linien als die reguldren, die Geraden und die krummen Minimallinien als die 
singuléren Lésungen der Gleichung ( 2’x’’|x’x’’ ) = 0 it} bezeichnen. 


= 
i 
hd 
i 
| 


1909] DER ANALYTISCHEN CURVEN 19 


Curven des Raumes auf invariante Familien, die so beschaffen ist, dass jede 
beliebige Curve einer und nur einer dieser Familien angehért. — Indem wir 
diese Aufzahlung folgen lassen, bilden wir zugleich die Terminologie noch etwas 
weiter aus: 
REGULARE CuRVEN: (12|12) + 0 {¢}. 
I. Unebene regulire Curven: (123) = 0 {t}. 
II. bene regulire Curven, oder krumme Linien in Euklidischen Ebenen: 
(123) = 0 {¢}. 


SINGULARE CurvEN: (12/12) =0 {¢}. 
III. Krumme ebene singulire Linien, oder krumme Linien in Minimal- 


ebenen : 
(128) = 0 {¢}, (1/1) #0 {¢}, (120) #0 {t, 0}. 
IV. Unebene singulire Linien, oder krumme Minimallinien : 
(128) 0  (1|1) = 0 

V. Euklidische gerade Linien: 
(120) = 0 {t,o}, (1/1) # 0 {4}. 

VI. Die Minimalgeraden : 
(120) = 0 {t, o}, (1]1)=0 {¢}. 


In den drei letzten Fiillen ist die Bedingungsgleichung (12/12) = 0 {t} eine 
Folge der sonst angegebenen Bedingungen, wie im Falle IV ausserdem auch 
(120) +0 {t,@}. Die beiden letzten Familien, die nur je oo* und 0° (bei 
der iiblichen Zihlung von complexen Constanten oo und oo*) Curven umfassen, 
bilden bereits je eine Classe aquivalenter (congruenter) Figuren. Sie scheiden 
also aus der weiteren Behandlung des Aequivalenzproblems aus. Da man fer- 
ner die beiden ersten Familien, also die reguliren Curven, gemeinsam behan- 
deln kann, so werden wir drei Fille zu eroértern haben: Die reguliren Curven 
und die beiden Familien III und IV von singuliren Curven. 

Wir machen noch darauf aufmerksam, dass eine vollstindige Disjunction, wie 
wir sie vorgenommen haben, niemals durch Aufstellung blos von Gleichungen 
erfolgen kann. Ungleichungen werden natiirlich auch in der bisherigen Litte- 
ratur schon benutzt. Man hat sie aber, wie in der Einleitung schon bemerkt, 
in der Regel nur implicite angegeben, indem man Begriffe wie den Bogen oder die 
Torsion verwendete, die unter Umstinden unbrauchbar oder illusorisch werden. 


§ 4. Dre REGULAREN CURVEN. 


Die Theorie der reguliren analytischen Curven unterscheidet sich nur wenig 
von der hier als bekannt vorausgesetzten Theorie der reellen analytischen “ Cur- 
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ven” oder vielmehr Curvenziige (die jedoch nur Oerter von je o0' reellen Punk- 
ten sind). Indessen sind einige Abweichungen von der iiblichen Darstellungs- 
form theils nothig, theils wenigstens zweckmissig. Wir konnen deshalb diesen 
Gegenstand nicht bei Seite lassen. 

Wir ersetzen zuniichst den bereits auf reguliire Stellen eingeschriinkten Be- 
reich der zu betrachtenden Curvenpunkte durch einen in der Regel noch engeren 
Bereich, den wir als Bereich von Punkten allgemeiner Lage der Curve 
a2 = x(t) bezeichnen. Diese Punkte sind dadurch charakterisirt, dass die als 
Identitiiten im vorliegenden Falle unméglichen Gleichungen 


fiir den betrachteten Punkt bei reguliirer Parameterdarstellung seiner Umgeb- 
ung auch thatsiachlich nicht bestehen. 

Es ist dann natiirlich auch (2'x"o) = 0 {o}. 

Es gilt nun der Satz: 

An jeder Stelle allgemeiner Lage hat die regulire Curve x = x(t) eine be- 
stimmte Tangente, die nicht Minimalgerade, und eine bestimmte Schmieg- 
ungsebene, die nicht Minimalebene ist. Zugleich hat sie an dieser Stelle eine 
bestimmte Hauptnormale und Binormale, die ebenfalls nicht Minimalgeraden 
sind. 

Tangente, Hauptnormale und Binormale bilden zusammen ein rechtwinkli- 
ges Axenkreuz. 

Wir bezeichnen jetzt mit 2, 8, y drei Linheitsvectoren, die der Reihe nach in 
die Tangente, in die Hauptnormale und in die Binormale fallen; drei solche 
zu den genannten Geraden gehérige Vectoren nimlich, die den Bedingungen 


(a|a)=1, (8|\|8)=1, (yiy) =1 {t} 
geniigen. Wir nehmen ferner an, dass diese Einheitsvectoren, mit ihren An- 
fangspunkten am Curvenpunkte selbst angeheftet, eine Figur bilden, die #qui- 
valent (congruent) ist zu der Figur von drei anderen Einheitsvectoren, die vom 
Anfangspunkte der Coordinaten ausgehend, dhre Endpunkte der Reihe nach in 
den Punkten 
(1,0,0); (0,1,0); (0,0, 1) 
haben. Die Bedingung hierfiir ist 


(aBy) =1, 


und es folgt dann noch 


(By), (Blo)= (yaw), = (a8o). 


Irgend zwei der drei Vectoren a, 8, sind nunmehr bis auf numerische Fac- 
toren + 1 bestimmt, der dritte aber ist dann vollig bestimmt. 
Die noch vorhandene Unbestimmtheit, derzufolge es im Ganzen vier verschie- 
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dene Systeme von Vectoren 2, 8, y giebt, kommt analytisch dadurch zum Aus- 
druck, dass in den zur Bestimmung von a, 8, y dienenden Gleichungen zwei 
von einander unabhangige Quadratwurzeln auftreten. Man erhilt nach kurzer 
Rechnung 

(6) (a|o)= 


(2’|@) (a'x” 


V(2'|2’) 


wobei zu beachten ist, dass nach Voraussetzung die Ungleichungen 


|a’) #0, | a'r") = 0 
bestehen. Wir setzen nun noch 
_ (12/12) 


und 


(8) 


so dass # und 7’ den (zweiwerthigen) Ariimmungsradius und den sogenannten 
Torsionsradius der Curve an der betrachteten Stelle allgemeiner Lage bedeu- 
ten. Im Ausdruck von # kommen dann eben dieselben Wurzelgréssen vor, 
wie in den Formeln (6); wir erkliren, dass 


1 V(12}12) 


R ds = V(1|1)dt 


sein soll, und erhalten dann fiir die Gesammtheit der Stellen allgemeiner Lage 
die Formeln 


dz. dx. d*x. 
| = \= | => 
sowie die FRENET-SERRETschen Differentialgleichungen: 
da _ B dB a 


wobei zu beachten ist, dass ein Vorzeichenwechsel von R die entsprechende 
Aenderung von § und ¥ nach sich zieht. Es ergeben sich nun die iiblichen 
Folgerungen; insbesondere wird, bei ohne Weiteres verstindlicher Bezeichungs- 
weise, der Punkt 


(10) y=x+RB 
der Kriimmungsmittelpunkt, und der Punkt 


dR 
(11) 


{sofern (123) + 0} 


| 
(1}1) (1|1) 
1 1 
| R: = 
i 
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der Mittelpunkt der Schmiegungskugel, fiir deren Radius KR sich die Formel 


dR 

(12) (7 ) = 

findet. (An Stellen, die nach unserer Definition noch solche “allgemeiner 
Lage” sind, kann sehr wohl die Invariante (123) verschwinden—wie es bei 
ebenen Curven durchgiingig der Fall ist—, und es tritt dann, dem Werthe 
KR? = co entsprechend, an Stelle der Schmiegungskugel die Schmiegungsebene, 
die in diesem Falle mit der Curve eine mindestens vierpunktige Beriihrung hat. 
Wir reden dann von einer uneigentlichen Schmiegungskugel. Vel. § 7.) 

Die wichtigste Anwendung der Formeln (9), auf deren Zusammenhang mit 
Riccatr’schen Gleichungen wir hier nicht eingehen wollen, ist der Satz von der 
Bestimmung reguliirer Curven aus sogenannten natiirlichen Gleichungen (equa- 
zioni intrinseche). Als solche erkliiren wir—abweichend von den herkomm- 
lichen Festsetzungen—analytische Abhiingigkeiten der Form 


(13) $=9(s), 


Der angedeutete Lehrsatz lautet dann so: 

Die absoluten Invarianten $ und W kinnen als analytische Functionen des 
Bogens s mit gemeinsamem Existenzbereich derart angenommen werden, dass 
$(s) sich nicht auf den constanten Werth Null reduciert, im Uebrigen aber be- 


liebig. Es giebt dann regulire Curven mit den natiirlichen Gleichungen 
¢= (8s), ~=v(s), und zwar sind alle diese Curven in Bezug auf (com- 
plexe) Euklidische Bewegungen mit einander dquivalent (zu einander con- 
gruent). 

Es folgt dann natiirlich, dass zu derselben Familie unter einander ‘quivalen- 
ter Curven auch alle die gehoren, die man findet, wenn man von Gleichungen 
der Form 

¢,=o{+(s—s,)}, 
ausgeht. Schreibt man also 


(14) $, = $,(8,), 


so werden zwei regulire Curven mit natiirlichen Gleichungen (13) und (14) im- 
mer dann und nur dann dquivalent sein, wenn die Gleichungen 


(15) $(8) = $,(8,), ¥ (8) =¥,(5,) 
mit einander und mit der Gleichung 

(16) ds* = ds‘ 

vertraglich sind. 


Die hiermit erhaltene Loésung des Aequivalenzproblems fiir den Fall regu- 
larer Curven kénnen wir indessen noch nicht als befriedigend ansehen. Die 
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Gleichungen (15) kénnen nimlich erst angesetzt werden, wenn man schon, fiir 
beide Curven, durch Quadraturen den Bogen berechnet und ihn dann als unab- 
hiingige Veranderliche eingefiihrt hat. Es ist aber einzuwenden, dass die Einfiih- 
rung gerade des Bogens als Parameter gar nicht nothig ist. Wollen wir Tauschun- 
gen iiber die Tragweite des wirklich Geleisteten mit Sicherheit vermeiden, so 
miissen wir ferner fordern, dass sorgfaltig unterschieden werde zwischen Dem, 
was die Differentialgeometrie selbst zu leisten vermag, und dem Eliminations- 
problem, das dann noch zu losen iibrig bleibt, und das der ganzen Sachlage nach 
eine allgemeine Lisung tiberhaupt nicht zulisst, in der Regel auch nicht auf eine 
endliche Zahl von Anwendungen der vier Species zuriickgefiihrt werden kann. 
Wir geben aus diesen Griinden einer anderen Fassung der Kriterien fiir die 
Aequivalenz von zwei reguliren Curven gegeniiber Bewegungen den Vorzug: 
Um iiber die Aequivalenz (Euklidische Congruenz) von zwei vorgelegten 
reguliren Curven zu entscheiden, bilde man fiir beide die rationalen absoluten 
Invarianten 
ds 


_ (128) dy\? [(1]1)(124) — 6(1|2)(128)]? 
(a) = 


(1|1)° 


ds 
und setze die so erhaltenen (an allen Stellen allgemeiner Lage* existierenden) 
Functionen des Ortes auf der ersten Curve gleich den entsprechenden Func- 
tionen, die zu der zweiten Curve gehiren.t 

Werden auf diese Weise eine oder mehrere analytische Abhingigkeiten zwi- 
schen den complexen G'ebieten der beiden Curven bestimmt, so entspricht jeder 
einzelnen von diesen Abhingigkeiten eine Bewegung, die die erste Curve mit 
der zweiten zur Deckung bringt. 


Unter einer analytischen Abhingigkeit zwischen den Gebieten der beiden 
Curven verstehen wir eine umkehrbar-analytische Beziehung, nicht aber eine 
solche, die allen Punkten der einen Curve einen einzelnen Punkt der anderen 
zuordnet. 

Der aufgestellte Satz bezieht sich auf alle reguliiren Curven; es ist nicht 
erforderlich, deren mehrere Arten zu unterscheiden. Das wird dadurch erreicht, 
dass wir ein System von vier Gleichungen aufgestellt haben, von denen dann 
immer mindestens eine—aber, was wohl zu beachten, nicht immer dieselbe — 
iiberfliissig ist. Indessen verdient der Fall 


¢ = const., vv = const. 


* Die pricise Definition dieses Begriffes haben wir auf Seite 20 angegeben. 

t Handelte es sich um die Frage nach der Aequivalenz sogenaunter orientierter Curven, so 
wiirden an Stelle von (d¢/ds)? und (dy/ds)? zu setzen sein do/ds und dW/ds. Da auch die 
RBegriffe Curve und orientierte Curve gelegentlich schon mit einander verwechselt worden sind, 
so machen wir ausdriicklich auf deren Verschiedenheit aufmerksam. 


i 
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doch eine besondere Betrachiung. Nach dem Gesagten reichen schon die 
Gleichungen $= ¢,, ~Y=y, fiir die Congruenz zweier solcher Curven aus. 
Diese Gleichungen ziehen dann zwar nicht die Gleichung ds* = ds,’ nach sich, 
wohl aber sind sie mit ihr vertriglich. Es giebt 2-00 (bei Ziihlung von com- 
plexen Constanten 2.20') Bewegungen, die die eine Curve mit der anderen zur 
Deckung bringen. Jede Classe von unter einander iiquivalenten Curven der 
Art umfasst nur 00°) Individuen, statt wie in den iibrigen 
Fiillen. Wir nennen alle diese Curven regulidre gemeine Schraubenlinien.* 
Jede von ihnen ist Bahneurve einer durch sie bestimmten eingliedrigen continuier- 
lichen Gruppe von Bewegungen, und jede liegt auf einem bestimmten Cylinder 
2. Ordnung. Ist R’+ 7? + 0, oder, was hier dasselbe aussagt, ¢* + y* + 0, 
so ist dieser Cylinder ein (eigentlicher, s. weiter unten) Rotationscylinder. 
Algebraisch und dann auch rational sind unter den hierhergehérigen Curven 
nur die ebenen reguliiren Schraubenlinien oder die reguldren Kreise, die den 
Gleichungen 


(18) (1/1)(12|18) = 0, (128)=0 


geniigenden reguliiren Curven. 
Die zweite Annahme #? + 7? = 0, also 


= const. {+ 0}, = const., 
ist ‘iquivalent mit dem System der Gleichungen 
(1|1)(12]13) — 8(1/2)(12|12)=0, 
(1jL) [(1|1)(13]18 ) — 3(1/2)(12|18)] + =0, 


und diese sind charakteristisch + fiir eine Familie von rationalen gemeinen regulii- 
ren Schraubenlinien, die Lyon’sche Curven heissen, und von der dritten Ordnung 
sind. Die zugehdrigen Cylinder 2. Ordnung sind in diesem Falle parabolisch, 
und Grenzlagen von Rotationscylindern (uneigentliche Rotationscylinder). Ihre 
Erzeugenden sind Minimalgeraden. Natiirlich enthalt diese Familie nur imagi- 
nire Curven. 

Nachdem durch unseren Lehrsatz die Bedeutung der Invarianten (17) ein- 
mal klar gestellt ist, konnen wir uns auch kiirzer ausdriicken, indem wir das 
System der vier absoluten Invarianten (17) als “ein (vollstiindiges) System 
charakteristischer Invarianten” bezeichnen.t Wir kénnen dann kurzweg sagen: 
 *Die Umgrenzung des mit den Worten gemeine Schraubenlinie zu verbindenden Begriffs ist 
hiiufig unklar. Wir brauchen dieses Wort fiir alle analytischen Curven, die eingliedrige aber 
nicht mehrgliedrige continuierliche Bewegungsgruppen zulassen (und folglich auch bestimmen). 
Nach dem im Vorwort Bemerkten werden als wneigentliche gemeine Schraubenlinien dann gewisse 
Grenzfille zu bezeichnen sein, niimlich die geraden Linien. Im Texte ‘ind diese jedoch ausge- 
schlossen : Daher brauchen wir nicht den Zusatz ‘‘ eigentlich.”’ 

t Natiirlich nur zusammen mit der hier iiberall vorauagesetzten Ungleichung (12|12) +0 {t}. 

} Ein System — und zwar eines der einfachsten. Man wiirde auch noch andere Systeme 
‘*charakteristischer’’ Invarianten bilden kénnen. 
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Nothwendige und hinreichende Bedingung der Congruenz zweier requlirer 
analytischer Curven ist die Vertriiglichkeit der Gleichungen, die entstehen, 
wenn man ein System charakteristischer Invarianten der einen Curve dem 
entsprechenden System von Bewegungsinvarianten der zweiten gleichsetzt. 

Derselbe Gedanke lisst sich schliesslich auch so ausdriicken : 

Damit zwei regulire Curven congruent seien, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass zwischen deren charakteristischen Bewegungsinvarianten beide- 
mal dieselben analytischen Abhingigkeiten stattfinden. 

In unserer weiteren Untersuchung werden wir ganz iihnlichen Verhiiltnissen 
begegnen. Wir kénnen uns daher die listige Wiederholung gleichlautender 
Worte ersparen, wenn wir in jedem Falle einfach ein System “ charakteristischer 
Invarianten”’ aufstellen. 


§5. Dre KRUMMEN LINIEN IN MINIMALEBENEN. 


Die Minimalebenen haben wir erklirt als solche (eigentliche) Ebenen, die den 
absoluten Kegelschnitt beriihren. Man sieht daraus, dass diese Ebenen sich von 
den Euklidischen Ebenen sehr wesentlich dadurch unterscheiden, dass sie nicht 
wie diese je eine Spiegelung bestimmen ; in der That erkennt man sofort, dass 
jede Aehnlichkeitstransformation, die alle Punkte einer Minimalebene in Ruhe 
lisst, jeden einzelnen Punkt des Raumes in Ruhe lassen muss. Daraus folgt 
dann weiter, dass— wiederum abweichend von dem Verhalten Euklidischer 
Ebenen —die Umlegungen, die eine Minimalebene in Ruhe lassen, deren 
Punkte auf andere Weise vertauschen, als die Bewegungen es thun : 

Aus der Congruenz von zwei singuléren ebenen Curven folgt also noch nicht 
deren Symmetrie. 

Hiermit hiingt eine andere Thatsache zusammen, die fiir die Minimalebenen 
gleichfalls charakteristisch, auch fiir unsere Theorie von Bedeutung ist: 

Das quadrierte Bogenelement ist bei jeder Minimalebene (aber bei keiner anderen 
Fléche) das Quadrat eines — natiirlich nur bis auf das Vorzeichen bestimmten — 
vollstindigen Differentials.* Die beiden Werthe dieses Differentials bleiben auch 
dann analytisch getrennt, wenn man die Minimalebene selbst beliebig variiert. 

Statt dieses Satzes beweisen wir sogleich einen anderen umfassenderen : 

Die beiden Werthe fiir die Entfernung von zwei (eigentlichen) Punkten y, 2 der- 
selben Minimalebene lassen sich durch die Coordinaten dieser Figuren und vierte 
Einheitswurzeln rational ausdriicken. Diese Werthe sind nur abhdngig von den 
beiden Mimimalgeraden der Minimalebene, die die Punkte y und z enthalten, 
nicht von der Lage der Punkte auf diesen Geraden. Beide Werthe sind bei 


* Wenn also zwei vierdimensionale Stiicke analytischer Fliichen, deren eine Minimalebene 
ist, isometrisch auf einander bezogen oder abgebildet sind, so ist auch die zweite Fliche eine 
Minimalebene, mithin (in der Regel vermége einer anderen Abbildung) zu der ersten congruent. 
Auch diese Eigenschaft ist fiir die Minimalebenen charakteristisch. Man bestimmt leicht alle 
isometrischen Transformationen zwischen Punkten einer Minimalebene. 
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Bewegqungen unverdnderlich, bei Umlegungen aber werden sie mit einander 


vertauscht. 
Zum Beweise nennen wir 7 irgend einen nicht verschwindenden Vector, 


dessen geradliniger Traiger dem Biischel von Minimalgeraden angehoért (oder 
angehéren kann), die in der betrachteten Minimalebene liegen.* Ferner sei 3 
der Vector, der in einer seiner moéglichen Lagen den Punkt y zum Anfangs- 
punkt und den Punkt z zum Endpunkt hat, so dass 


= Vx («=1, 2,3). 


w endlich sei irgend ein der Minimalebene fremder (und folglich ebenfalls nicht 
verschwindender) Vector. Dann ist 
(nin)=0, (JF)=9, (alo) +9, 
und also nach Nr. 5 (S. 10) 
(Sno)? + = 0. 
Man kann daher erkliren, dass 
Inw ) 
sein soll: Die Abhiingigkeit des Ausdruckes rechts von @ ist nur dem Scheine 
nach vorhanden. Ferner ist evident, dass dieser Ausdruck absolute Bewegungs- 
invariante ist, bei Umlegungen aber sein Vorzeichen wechselt. Sodann sieht 
man, dass der Vector # bei Verschiebung von y oder z langs der zugehorigen 
Minimalgeraden in einen Vector der Form / + Ax iibergeht, dass also diese 
Operation den Ausdruck (20) unberiihrt lisst. Schliesslich ist 


(F|F) =(2z,—y,)? + — + (% 


Eine unmittelbare Folge des Bewiesenen ist natiirlich : 

Bei jeder in einer unzweideutig bestimmten Minimalebene gelegenen Curve, die 
nicht Minimalgerade ist, giebt es einen natiirlichen Parameter, der bis auf eine 
additive Constante bestimmt ist, und sich iibrigens von zwei zugehirigen Werthen 
des Curvenbogens nur um Factoren unterscheidet, die vierte Einheitswurzeln 
sind.t 

Dieser Parameter ist niimlich eben der Ausdruck (20), gebildet fiir zwei 
Punkte y, z der Curve, und betrachtet als Funktion von z, oder es ist irgend ein 


* Ist uy + u, 2, + + = 0 die Gleichung der Minimalebene, so dass u? + u3 +-u3 = 0, 
so wird also vorausgesetzt, dass 7: 77. : 73 Ug: Us ist. 

t Es folgt nicht, dass auch zu jeder irgendwie gegebenen Euklidischen Geraden ein solcher 
ausgezeichneter Parameter gehoren miisste. Erst nachdem man die beiden die Gerade enthal- 
tenden Minimalebenen getrennt und sich fiir eine von ihnen entschieden hat, wird der Satz des 
Textes anwendbar. — Hat man auch iiber die vierte Einheitswurzel im Ausdruck des Bogens 
entschieden (was wir mit Absicht unterlassen), so werden die betrachteten Curven orientiert. 
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Ausdruck p, der sich von jenem um eine additive Constante unterscheidet. Ist 
die Curve eine krumme Linie, so erscheint der natiirliche Parameter p als Inte- 
gralinvariante; es wird 

(120) (nj@) “= (n\@)’ 
wofern der Vector # den Anfangspunkt y mit dem Endpunkt z der Integration 


verbindet. 
Nehmen wir jetzt an, dass die Gleichung der zu untersuchenden Minimal- 
ebene (durch eine leicht herzustellende Coordinatentransformation) in die Form 


(22) 2, + ix, = 0 


(21) 


gesetzt sei, so kénnen wir den erklirten Parameter p (ganz unabhiingig von einer 
etwa zu untersuchenden Curve) als die eine von zwei Cartesischen Coordinaten 
fiir die Punkte dieser Ebene benutzen, indem wir etwa setzen : 


(23) 2, = ip, = ig. 


p = const. ist dann die Gleichung irgend einer (eigentlichen) Minimalgeraden 
in der Ebene (22), jede andere analytische Curve in dieser Ebene aber wird 
darstellbar durch eine Gleichung der Form g = $( p). 

Mit Hiilfe der vom Verfasser [Mathematische Annalen, Bd. 39 (1891), 
S. 527-535] angegebenen Formeln bestimmen wir jetzt die Gruppe aller Be- 
wegungen (und Umlegungen), die die Minimalebene (22) in Ruhe lassen. In- 
dem wir bei Darstellung der Bewegungen die dort eingefiihrten, der Bedingung 


a, + B, a, B, a, =0 
geniigenden Parameter verwenden, gelangen wir sofort zu den Gleichungen 
a, + ia, = 0, 8B, + =9, a,8, + 4,8, =90 


als nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die verlangte Eigenschaft. 
Die Punkte (23) der Minimalebene selbst werden dann durch eine lineare Trans- 
formation der Form 

(24) pP=pt+a, 


unter einander vertauscht, wobei der Zusammenhang zwischen beiden Arten von 
Parametern dieser ist : 


| 1 — 26 — 26 


die durch die Formeln (24) bestimmte Transformation beliebiger (eigentlicher) 
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Punkte des Raumes vermige einer Bewegung wird mithin dargestellt durch die 
Gleichungen 


iay + y°2, + iB-x,—B-x,, 


2 2 1 


2 24 
id + By 


Die Umlegungen, die die Ebene x, + ix,=0 in Ruhe lassen, werden dann 
ermittelt, indem man zu den schon gefundenen Transformationen etwa die invo- 
lutorische Umlegung 


hinzufiigt. 

Wir haben also gesehen : 

Die Bewegungen und Unmlequngen, die irgend eine Minimalebene in Ruhe 
lassen, bilden eine viergliedrige aus zwei analytisch-getrennten Schaaren von Trans- 
Jormationen bestehende (also sogenannte gemischte) Gruppe. Diese ist holoédrisch- 
isomorph zu der von ihr hervorgerufenen Gruppe von Vertauschungen der Punkte 
der Minimalebene selbst. Ihre continuierliche Untergruppe wird bei geeiqgneter Wahl 
der Coordinaten fiir die Punkte der Minimalebene dargestellt durch die Gleichun- 
gen (24). 

Auch abgesehen von der natiirlich abweichenden Parameterzahl ist dieses 
Ergebniss sehr verschieden von dem, was sich im Falle einer Euklidischen 
Ebene findet. Zwar werden auch in diesem Falle die Punkte der Ebene selbst 
durch eine zwei continuierliche Schaaren von Transformationen umfassende 
Gruppe vertauscht. Aber statt des holoédrischen Isomorphismus hat man hier 
meroédrischen vor sich, die entsprechende Gruppe von Transformationen der 
Punkte des Raumes umfasst vier continuierliche Schaaren. Die Bewegungen, 
die eine Euklidiseche Ebene in Ruhe lassen, bilden selbst schon eine gemischte 
Gruppe. 

Nachdem wir nunmehr fiir unsere Zwecke Geniigendes iiber die Eigen- 
schaften der Minimalebenen ermittelt haben, wenden wir uns zur Untersuchung 
der in diesen gelegenen krwmmen Linien, die dargestellt werden kénnen durch 
analytische Gleichungen der Form 


(26) g=$(p) #0}. 

Als Stelle allgemeiner Lage der Curve q = $(p) betrachten wir eine solche 
reguliire Stelle (vgl. 46, § 4), wo der Differentialquotient ¢” auch thatsichlich 
nicht verschwindet, wo also bei beliebiger reguliirer Parameterdarstellung 
die Ungleichung (2'x"w) +0 {@} besteht. Die Curve hat dann an einer 
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solchen Stelle nur eine zweipunktige Beriihrung mit ihrer Tangente, die im 
Falle ¢’ = 0 eine Minimalgerade ist. Die weiteren Entwickelungen beziehen 
sich (unmittelbar) nur auf solche Stellen, deren Gesammtheit natiirlich auch 
hier ein Continuum bildet und die Curve vollig bestimmt. 

Die mit ¢ und wy bezeichneten absoluten Invarianten (Nr. 7) haben nunmehr 
beide den Werth Null. Die Kriimmung hat also hier den bestimmten Werth 
Null, wihrend der Torsionsbegriff bei den Curven in Minimalebenen illusorisch ist. 

Durch die schon bei reguliren Curven vorhandenen Invarianten lisst sich iiber 
die Aequivalenz von krummen Linien in Minimalebenen iiherhaupt Nichts ent- 
scheiden. 

Bei Gebrauch des Parameters p verschwinden niimlich bereits alle elemen- 
taren Semiinvarianten mit Ausnahme der einen (x'|2’), die den numerischen 
Werth —1 annimmt. Diese Semiinvarianten sind also bei allen hier zu_be- 
trachtenden Curven durch dieselben analytischen Abhingigkeiten verbunden. 
Allgemein verschwinden hier alle Semiinvarianten (ik |/m) und (ik/) identisch. 
Es treten aber im vorliegenden Falle neue Functionen auf, denen die Invarian- 
teneigenschaft zukommt. 

Eine solche einfachster Art ist zuniichst der Quotient 6”: 6". Wir werden 
die aus (26) abzuleitende analytische Gleichung der Form 


7) 


als natiirliche Gleichung der Curve ¢ = $( p) bezeichnen. In dieser kann man 
die analytische Function f( p) willkirlich vorschreiben. Es folgt dann 


8) o(p)= Sop 


und wenn man die Integrationsconstanten in (28) als veriinderlich betrachtet 
und noch p durch p — p, ersetzt, so erhiilt man eine keinerlei Beschriinkung 
unterliegende Classe von krummen unter einander jiquivalenten Linien in der 
vorgeschriebenen Minimalebene. 

Gehéren ferner zu zwei solchen Curven (oder zu den entsprechenden Classen ) 
die Functionen f( p) und f,( p,), so besteht die nothwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Aequivalenz dieser Curven (oder fiir die Identitiit ihrer 
Classen) in der Vertriiglichkeit der Gleichungen 


9) S(p) dp = dp,, 


oder, wenn die Gleichungen (26) gegeben sind, in der Vertriglichkeit der 
Gleichungen 


vermoge mindestens einer wmkehrbaren analytischen Abhingigkeit zwischen p 
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und p,. Statt der natiirlichen Parameter p und p, kann man dann leicht noch 
einen unbestimmten Parameter einfiihren. 

Die auf solche Art entstehenden Aequivalenzkriterien kénnen wir indessen 
noch nicht als definitiv ansehen. Die angewendete Methode setzt niimlich vor- 
aus, dass man die Ebenen der zu untersuchenden Curven durch Gleichungen 
der Form (22) dargestellt hat. Hierzu wird nun zwar nur die Ausfiihrung einer 
villig elementaren Operation verlangt, aber diese wird doch unnéthiger Weise 
verlangt. Einer besonderen Eleganz kann sich unser Verfahren, bei der grossen 
vorhandenen Willkiir, auch nicht riihmen, und dabei ist es mit einem Mangel 
behaftet, den wir nicht als unbedeutend ansehen kénnen: Wir erhalten auf 
dem beschriebenen Wege noch gar keine Einsicht in das Verhiiltniss der neu 
auftretenden Invarianten zu den Invariantenbildungen, die schon im allgemeinen 
Falle vorhanden sind. Dieses Verhiiltniss besteht niimlich darin, dass bei den 
krummen Linien in Minimalebenen gewisse Semicovarianten die Eigenschaft 
von Covarianten annehmen, sich gegeniiber Parametersubstitutionen ebenso wie 
diese verhalten, und dass ferner geeignet gebildete Quotienten aus solchen 
Gréssen von dem Hiilfsvector » unabhiingig werden und die Eigenschaft von 
Invarianten annehmen. Dies wollen wir nunmehr sichtbar machen, indem wir 
an die im Wesentlichen schon abgeleitete, auf der Identitiit 


(12|1@)? + (1|1)(12@)*? = 0 {t,o} 
beruhende Formel 
— 
(31) V= dt ap 


ankniipfen. 
Machen wir, wie zuvor, die Annahme, dass die zu untersuchende Curve in der 


Ebene x, + ix, = 0 liegt, so finden wir sogleich 
(1|o), = io, + + to, } $(p), 

(32) (2|o), = (120), = {w, +io,} $"(p), 
(3|o), = (180), = {o,+ io, } $"(p), 


u.s.w. Die Ausdriicke links aber lassen sich auch bei beliebigem regulirem 
Parameter bilden; man findet der Reihe nach die Formeln : 


(1) 7 ( | ),= (1|1/ 
(310), = (1{1)?¥ —(1]1)’ (419), = (1|1)* 


u. s. f., wo zur Abkiirzung 
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1 
Am 2|20) =- 1! 
{ = (18 8(12|20) = 
dA 


=(14|10) —(18|20) — 4(12|30) 


(33) 


gesetzt ist, und wo fiir Y — (1|1) natiirlich der der Formel (81) zu entneh- 
mende rational bestimmte Werth substituirt werden muss. 

Hiermit haben wir nun die gesuchten Aequivalenzkriterien in einer wirklich 
zweckmiissigen Form. Nach der Bemerkung zu Schluss des vorigen § kénnen 
wir kurzweg sagen : 

Bei den in Minimalebenen gelegenen krummen Linien bilden die Grossen 


df (1)1) B— 5(1|2)4 


A 
(34) Sp) = ap 10) 


ein System charakteristischer Invarianten. 

Nur scheinbar ist also die Abhingigkeit dieser Grossen von dem Vector o 
(der der Curvenebene fremd sein muss, so dass die Nenner in (84) nicht iden- 
tisch verschwinden kénnen, und an Stellen “allgemeiner Lage” (S. 28) auch 
thatsachlich von Null verschieden bleiben). Beachten wird man auch, dass df: dp 
und f? absolute Umlegungsinvarianten sind, wihrend f selbst, als absolute Invari- 
ante, nur zur Gruppe der Bewegungen gehort. 

Eine Sonderstellung nehmen hier die Curven ein, fiir die sich f( p) = const. 
ergiebt. Sie sind Grenzfille der zuvor betrachteten reguliren gemeinen 
Schraubenlinien, und sollen daher singuldre ebene gemeine Schraubenlinien 
genannt werden. Gleich den reguliren gemeinen Schraubenlinien bestimmt 
jede solche Curve eine eingliedrige continuierliche Gruppe von Bewegungen, von 
der sie eine Bahneurve ist. Abweichend von den gemeinen reguldren Schrauben- 
linien verhalten sich aber die ebenen singuliren darin, dass sie weitere Bewegungen 
nicht zulassen. Dem Falle f( p) = 0 entsprechen die einzigen algebraischen Cur- 
ven unter den ebenen singuliren gemeinen Schraubenlinien. Es sind das Para- 
beln, die an gewissen Eigenschaften der Kreise theilnehmen, und deshalb als sin- 
gulire Kreise oder parabolische Kreise bezeichnet werden sollen.t Jeder von 
diesen ist zu jedem anderen congruent sowohl als auch symmetrisch, wihrend 
andere gemeine Schraubenlinien in Minimalebenen Umlegungen eben so wenig 
zulassen als die unebenen reguliiren gemeinen Schraubenlinien es thun. 

Natiirlich umfasst jede Classe von ebenen singuliiren gemeinen Schraubenlinien 


* Allgemein ist 
(120). [(1]1) (130) —3(1]2) (120)] 
= [ (12]13) 10) — 3( 12]12) (10! 20 )] —3(12|2w) 7. 
t Die sonst in der analytischen Geometrie vielfach auftretenden reducibelen Kreise (mit 
eigentlichem Mittelpunkt und verschwindendem Radius) kommen hier nicht vor, da sie nicht 
zu den analytischen Curven gehéren. Wegen der ‘‘ uneigentlichen Kreise,’’ worunter wir die 
geraden Linien verstehen, siehe § 7. 
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o0"’(co°) Curven der Art. Mit Ausnahme der Classe der parabolischen Kreise 
werden die einzelnen Classen durch die Umlegungen zu Paaren angeordnet, und 
dieses Verhalten ist auch bei anderen ebenen singuliren Curven der normale Fall. 
Auf das ganz verschiedene Verhalten der krummen Linien in Euklidischen 
Ebenen haben wir schon hingewiesen. 


§ 6. Krumme Linten aur MINIMALKEGELN UND KRUMME MINIMALLINIEN. 


Als Vorbereitung zur Theorie der krummen Minimallinien behandeln wir 
zuniichst ein Beispiel zu der bis jetzt vorgetragenen Theorie, indem wir die 
krummen Linien auf sogenannten Minimalkegeln untersuchen. 

Die Minimalkegel sind Kugeln von Radius Null; sie werden daher von Eini- 
gen auch Nullkugeln genannt. Jeder ist Ort aller eigentlichen Punkte, die von 
einem bestimmten eigentlichen Punkt, dem Scheitel des Kegels und Mittelpunkt 
(Symmetriepunkt) der Nullkugel, die Entfernung Null haben. Die Erzeugen- 
den eines solehen Kegels sind die einzigen auf ihm enthaltenen Minimallinien ; 
sonst enthiilt der Kegel von singuliiren Curven nur parabolische Kreise. Die 
(elementare) Untersuchung der Schnittcurve von zwei Minimalkegeln liefert den 
Satz, dass es nur eine einzige Familie krummer analytischer Curven giebt, die auf 
mehr als einem Minimalkegel enthalten sind, namlich die reguldren Kreise, deren 
jeder auf zwei Minimalkegeln liegt. Fiir die doppelt gekriimmten Curven auf 
einem Minimalkegel, die siimmtlich reguliir sind, ist der Kegel constante 
Schmiegungskugel. Aus alledem entnimmt man ohne Miihe den Satz: 

Die Frage nach der Aequivalenz von zwei auf Minimalkegeln enthaltenen 
krummen Lninien gegeniiber der Gruppe aller Bewegungen ist gleichbedeutend mit der 
Frage nach der Aequivalenz von zwei auf demselben Minimalkegel gelegenen 
krummen Linien gegeniiber der Gruppe aller der Bewegungen, die den Kegel 
(oder also dessen Scheitel) in Ruhe lassen: So viele Classen es bei der ersten 
Classificationsaufgabe giebt, so viele giebt es bei der zweiten. Insbesondere 
folgt aus § 5, dass die singuliren (eigentlichen) Kreise auf einem Minimalkegel 
alle mit einander jiquivalent sind, nur eine einzige Classe bilden, auch bei der 
zweiten Art der Classification vermége einer dreigliedrigen Bewegungsgruppe ; 
was man natiirlich auch elementar beweisen kann. Ferner ist deutlich, dass die 
analytischen Curven auf einem Minimalkegel in Bezug auf die Spiegelung am 
Scheitel des Kegels ein doppeltes Verhalten aufweisen kénnen, je nachdem sie 
bei dieser involutorischen Umlegung in Ruhe bleiben, oder, wie die irreducibelen 
Kreise, von ihr in andere Curven iibergefiihrt werden. 

Handelt es sich um die Classification der krummen analytischen Linien auf 
vorgeschriebenem Minimalkegel, so kann man dessen Scheitel in den Anfangs- 
punkt der Coordinaten verlegen. Es wird dann deutlich, dass mit Bezug auf 
die erwihnte dreigliedrige Gruppe der automorphen Bewegungen des Kegels die 
Bildung von Differentialinvarianten analytischer Curven auf dem Kegel nach 
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demselben Schema erfolgt, nach dem wir auch bisher gearbeitet haben, mit dem 
Unterschiede jedoch, dass nunmehr auch die Coordinaten eines Curvenpunktes 
selbst schon in die Bildung der Semiinvarianten der Typen (a|5) und (adc) in 
gleicher Weise eingehen kénnen, wie bisher nur deren Differentialquotienten. 

Wir bemerken nunmehr : 

Wie zu jeder krummen Linie in einer Minimalebene, so gehirt auch noch zu 
jeder krummen Linie auf einem Minimalkegel ein bis auf eine additive Constante 
bestimmter natiirlicher Parameter p, der sich von zwei zugehirigen Werthen des 
Bogens nur um vierte Einheitswurzeln unterscheidet, und iibrigens bei Ausfiihrung 
einer Umlegung (insbesondere bei der Spiegelung am Scheitel des Kegels) sein 
Vorzeichen wechselt.* 

Es sei » irgend ein constanter nicht verschwindender Vector, « der Vector, 
der vom Anfangspunkte der Coordinaten zum Curvenpunkte hinfiihrt, und es 
mégen (unmittelbar) nur solehe Punkte allgemeiner Lage (S. 20, 28) der zu 
untersuchenden Curve betrachtet werden, fiir die (x|@) nicht verschwindet. 
Dann ist nach Voraussetzung 

{8} 
und daher 
oder, in bequemerer Schreibart 
(012)(01w) =(1|1)?(0|@) 
und ebenso 
(012) 
Wir konnen daher mit Hiilfe der Gleichungen 


(012) = (Olw) dp 


(35) V— (012) = V—(1[1) = 77) = — de 


die bezeichneten Wurzelgréssen und mit ihnen eine von der Wahl des Vectors 


* Wir bemerken beiliiufig noch, dass ein auf verwandte Art erklirter Parameter p existiert bei 
jeder krummen Linie, die auf der Tangententenfliche einer unzweideutig bestimmten (etwa in 
Parameterdarstellung gegebenen) Minimalcurve verliiuft. Der sogenannte Orientierungsprocess 
erfolgt dann mit Hiilfe von vierten Einheitswurzeln. Ferner verdient wohl Erwihnung, dass 
der weiterhin im Texte erklirte Parameter im Falle einer unebenen Curve auf Minimalkegel 
durch einen Grenziibergang entsteht aus dem Integral iiber den geodiitischen Contingenzwinkel 
geeigneter Curven, die auf einer Kugel von nicht verschwindendem Radius 9 verlaufen. In der 
That ist dieser Contingenzwinkel 


dP 


In der Grenze 3 = 0 wird er illusorisch ; aber 
lim -dP] = dp. 


Das an sich willkiirliche Vorzeichen in der Definition von dp haben wir 80 bestimmt, dass lings einer 
Erzeugenden des Minimalkegels der Werth von dp iibereinstimmt mit jenem dp, das nach §5 zur 
Curventangente und zur tangierenden Minimalebene gehért. 
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w unabhingige Invariante dp: dt vom Gewichte Eins ohne Mehrdeutigkeit 
erkliiren. Das (nicht constante) Integral iiber dp liefert dann einen natiirlichen 


Parameter. 
Wir wollen nun zusehen, was aus den Invarianten ¢ und W wird, wenn p 
als unabhiingige Veriinderliche dient. Man hat dann nach (35): 


(1/1),=—1, (012) = —1, 


ausserdem (0|0), = 0, und aus diesen identisch bestehenden Gleichungen ergiebt 
sich dann mit Hiilfe der in § 1 angefiihrten Identitiiten das ganze System der 


Formeln 
(36) 
(0|0) *, *, 
(0|1), =9, (1/1) =-1, 
(012) = 1, (1|2) *, 
(0|3) =0, (1|3), = —(2|2),, *, (3/3), = —(2|2)?, 
(012), = —1, (013), =0, 


(028), = (2/2), (128), = —(2/8),, 


Hieraus folgt unter Anderem 


12|12 
= (212), 
(128) _ 
¥ = pip = (713), od 


Wir sehen hiermit, dass bei den krummen Linien auf Minimalkegeln schon 
die Grossen & und (nicht aber allgemein Kriimmung und Torsion) ein System 
charakteristischer Invarianten bilden. 

In der That ziehen jetzt, wenn ¢ + const. ist, die Gleichungen 


(38) (Pr), 

deren zweite ja mit d$:dp = d¢,: dp, iiquivalent ist, die Gleichung dp = dp, 
und daher auch die Gleichung ds’ = ds? nach sich. Ist aber ¢ = const., so 
handelt es sich um reguliire oder singuliire Kreise, und ¢ = ¢, ist dann die 
einzige Bedingung der Aequivalenz. 


* Die Formel (13) fiir den Radius der Schmiegungskugel liefert nur 


iibrigens wird sie illusorisch im Falle der eigentlichen Kreise, der von der Entwickelung im 
Texte nicht ausgeschlossen ist. — Wir empfehlen minder geiibten Lesern, sich die Formeln (36) 


wirklich abzuleiten. 


|| 
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Als natiirliche Gleichung einer auf dem Minimalkegel = 0 gelegenen 
krummen Linie wird man, wenn es sich nur um Curven dieser Art handelt, 
zweckmissig eine Gleichung der Form 


(39) d= $(p) 


bezeichnen, wo $(p) eine analytische Function bedeutet. Die Curve ist dann 
abgesehen von Bewegungen durch diese ihre natiirliche Gleichung bestimmt. 
Curvenclassen, deren natiirliche Gleichungen durch passende Verfiigung iiber 
die willkiirliche Constante im Ausdruck von p sich in die Formen 


P=9(p), P,=$(—p) 


setzen lassen, gehen durch die Spiegelung am Scheitel des Kegels in einander 
iiber. Die sogenannten geraden Functionen ¢ liefern bereits alle Classen die 
bei diesem Process unveriindert bleiben. 

Wir haben uns hier auf Das beschrankt, was zum Verstiindniss des Folgenden 
nothig sein wird. Eine vielleicht anzienendere directe Behandlung der betrach- 
teten Curvenfamilie denken wir bei anderer Gelegenheit folgen zu lassen, wo 
dann eine anscheinend noch nicht bekannte Deutung des Schwarzschen Dif- 
ferentialausdrucks zur Sprache kommen soll. 

Wir wenden uns jetzt zu den krummen Minimallinien. 


Bei den krummen Minimallinien nimmt zufolge des identischen Verschwin- 
dens der Invariante (1|1) die Grosse (2|2), die in der Regel nur Semiinvari- 
ante ist, die Invarianteneigenschaft an. Wegen der zweiten der Identitiiten 


(128)(120) = 


(123)? +(2|2)=0 


kann sie nicht identisch verschwinden, und an jeder solchen reguliiren Stelle, 
wo bei regulirer Parameterdarstellung die Invarianten (123) und (2|2) auch 
thatsiichlich nicht verschwinden, wird auch die Covariante (12) nicht identisch 
verschwinden. Regulire Punkte dieser besonderen Art wollen wir Punkte 
allgemeiner Lage auf der Minimaleurve nennen. Diese Punkte allgemeiner 
Lage sind also solche, deren Schmiegungsebene mit der Curve nur eine drei- 
punktige Beriihrung, und deren Tangente (folglich) mit der Curve nur eine 
zweipunktige Beriihrung hat. Das Vorzutragende bezieht sich (unmittelbar) 
nur auf diese Stellen; iiberdies werden wir annehmen, dass der willkiirliche 
Vector » nicht gerade die Richtung der Curventangente hat, so dass auch 
(1|@) nicht verschwindet. 

Auf Grund der angefiihrten identischen Gleichungen kénnen wir nunmehr 


f ) 

it, @}, 

q 
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zuniichst zwei Wurzelgréssen und eine von dem Vector w unabhiingige absolute 
Invariante dp’: dé vom Gewichte zwei eindeutig erkliiren wie folgt : 


y= (359) € Py. 

(40) VY —(123)=V—(2 2|2) = (979) = (1jo)= 

Durch Ausziehen einer Quadratwurzel entsteht dann eine zweiwerthige mit 
dp: dt zu bezeichnende Invariante vom Gewichte Eins, und durch Integration 
iiber dp schliesslich ein natiirlicher Parameter p, der bei den krummen Minimal- 
linien die Stelle des Bogens bei reguliren Curven vertritt, und, nach unserer 
Herleitung, gleich jenem Bogen bestimmt ist bis auf das Vorzeichen und eine 
additive Constante. Wie bei dem Bogendifferential kann zwischen den beiden 
Werthen des Differentials dp auf der Curve ein analytischer Zusammenhang 
bestehen oder nicht. 

Benutzen wir jetzt irgend eine der Functionen p als unabhiingige Verander- 
liche, so erhalten wir durch Anheftung des Vectors x’ am Anfangspunkte der 
Coordinaten eine krumme Linie, Ort des Endpunktes von x’, die auf dem zu 
dem genannten Punkte gehérigen Minimalkegel verliuft. Durch Aenderung 
des Vorzeichens von dp entsteht, je nach den soeben bezeichneten Umstiinden, 
dieselbe Curve nochmals in anderer Parameterdarstellung, oder eine zweite von 
der ersten verschiedene Curve auf demselben Minimalkegel. In beiden Fiillen, 
deren an sich vielleicht nicht unwichtige Unterscheidung hier nicht in Betracht 
kommt, bleibt die ganze construierte Figur ungeiindert bei der Spiegelung am 
Anfangspunkte der Coordinaten. 

Die gefundene autosymmetrische Curve oder die gefundene Zusammenstellung 
von zwei spiegelbildlich-gleichen Curven kénnen wir “das sphirische Bild der 
krummen Minimallinie” nennen. Es folgt dann: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz ( Congruenz) 
zueier krummer Minimallinien besteht in der Aequivalenz ihrer sphérischen 
Bilder. 

Zu dem sphiirischen Bilde einer krunimen Minimallinie gehoren aber zwei 
(abgesehen von den willkiirlich bleibenden additiven Constanten) entgegen- 
gesetzt-gleiche natiirliche Parameter der durch Nr. (35) erklirten Art, und 
diese sind, wie man sofort erkennt, identisch mit den beiden Werthen des durch 
(40) erklirten Parameters p. Als charakteristische Invarianten der krummen 
Minimallinien kénnen also gelten die fiir das sphirische Bild hergestellte 
Invariante ¢ (Nr. 37) und das Quadrat ihres Differentialquotienten nach p. 
Der Ausdruck von ¢ ist jetzt (3|3). Aendern wir die Bezeichnung, und 
fiihren wir an Stelle von p einen unbestimmt gelassenen Parameter ein, so 
erhalten wir die Liésung des Aequivalenzproblems fiir krumme Minnimallinien 
in dem Satze: 


| 
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Charakteristische Invarianten sind im Falle der krummen Minimallinien die 
Gréssen: 

4-(2|2)(2|4) 4 )(8|8)—15-(2|8)? 
4. 123 ) 


F= (3/3) = 


1 
= — 16-(2/2)°(123) (7 


—42 -(2| 2)(2|3)(2|4)—54 - (2 | 2)(2/3)(8|3)+75 - (2/3)")°. 


+ 20-(2|2)°(3/4) 


Diese Gréssen sind beide hier absolute rationale Bewegungsinvarianten, 
wihrend sie bei Ausfiihrung einer Umlegung beide das Vorzeichen wechseln. 
An Stelle der zweiten kann man auch 3(d/’:dp)’?—20F* benutzen, eine 
rationale Invariante, deren Zihler und Nenner um vier Einheiten verringerte 
Gewichte haben, der aber ein weniger einfaches Bildungsgesetz zuzukommen 
scheint. 

Als natiirliche Gleichung irgend einer krummen Minimallinie werden wir 
jetzt eine analytische Abhingigkeit der Form 


F=f(p) 
bezeichnen. Jede Abhingigkeit der Form 


F = f(+p + const.) 


gehort dann noch zu derselben Classe unter einander congruenter. krummer 
Minimallinien. Die Bestimmung einer solchen aus einer ihrer natiirlichen 
Gleichungen erfordert nach dem Dargelegten die Integration einer Riccati- 
schen (oder auch einer Scuhwarzschen) Differentialgleichung (womit das sphi- 
rische Bild der Curve bekannt wird) und drei nachfolgende, von einander unab- 
hiingige Quadraturen. 

Ausgezeichnet ist der Fall const. Die zugehorigen Minimalcurven sind 
Grenzfiille regularer gemeiner Schraubenlinien (S. 24); sie theilen mit diesen 
die Eigenschaft, dass jede eine eingliedrige continuierliche Gruppe von Bewegun- 
gen bestimmt, von der sie eine Bahncurve ist. Diese Curven, deren jede, gleich 
den reguliiren gemeinen Schraubenlinien 2.07(2.00') Bewegungen uliisst, 
heissen gemeine Minimalschraubenlinien. Ist F = 0, so hat man transcendente 
Curven vor sich, die auf je einem Rotationscylinder liegen, und zu sphiri- 
schen Bildern Paare von reguliren Kreisen haben. Der Annahme /’ = 0 aber 
entsprechen rationale Curven 3. Ordnung, die auf den schon (S. 24) erwahnten 
parabolischen Cylindern verlaufen. Diese Curven haben den absoluten Kegel- 
schnitt als sogenannte Osculante*, und ihre sphirischen Bilder sind Paare singu- 
lirer oder parabolischer Kreise (S. 24). Jede dieser sehr speciellen Curven 
gestattet iibrigens eine zweigliedrige continuierliche Gruppe von Aehnlichkeits- 


* Die uneigentliche Ebene ist Schmiegungsebene der Curve, und durchdringt deren Tangen- 
tenflache, ausser in der (doppelt ziihlenden) zugehérigen Tangente, im absoluten Kegelschnitt. 


| 
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transformationen. Insbesondere bestimmen diese Curven 3. Ordnung, gleich den 
reguliiren Kreisen mit gegebenem Quadrate des Radius und den parabolischen 
Kreisen, aber abweichend von allen iibrigen gemeinen Schraubenlinien, auch 
gegeniiber der Gruppe aller Bewegungen und Umlegungen nur eine einzige 
Classe iiquivalenter Figuren. 


Wir haben hiermit das Ziel unserer Untersuchung erreicht. Die analytischen 
krummen Linien, geometrische Oerter von je 0” complexen Punkten, sind in 
allen Fillen durch “ natiirliche Gleichungen ” dargestellt worden, und die Kri- 
terien fiir die Aequivalenz zweier solcher Curven in Bezug auf complexe 
Euklidische Bewegungen haben wir so weit entwickelt, als sie sich iiberhaupt 
allgemein entwickeln lassen. 

Eine verwandte Theorie kann man natiirlich durchfiihren fiir die analy- 
tischen Oerter von oo” Ebenen, die, wenn man von den geraden Linien absieht, 
entweder Orter von Schmiegungsebenen doppelt gekriimmter Curven oder 
Kegel (insbesondere auch Cylinder) sind. Im ersten Falle sind die aufzustel- 
lenden Aequivalenzkriterien Transformationen der bereits gefundenen; ihre 
Darstellung in einer wirklich sachgemiissen Form wiirde jedoch weitere alge- 
braische Entwickelungen iiber Bewegungsinvarianten néothig machen. Wir 
verzichten darauf, eine solehe Untersuchung allgemein durchzufiihren, wollen 
aber wenigstens noch die krummen Minimallinien von dieser Seite betrachten, 
da diese Curven bekanntlich ja gerade als Oerter ihrer Schmiegungsebenen sich 
auf besonders einfache Weise finden und analytisch darstellen lassen. 

Wir reproducieren zunichst, in wenig abweichender Bezeichnung, die bekannte 
Formel, die zur Darstellung irgend einer analytischen Mannigfaltigheit von 00? 
(nach der iiblichen Schreibart o0') nicht durchweg parallelen Minimalebenen 
dient : 


(42) (1—s*)-y, + —2s-y, —2i f(s) =0.* 


Nehmen wir dann an, dass der dritte Differentialquotient /,(s) = f"(s) der 
analytischen Function f(s) nicht identisch verschwindet, so umhiillen die Ebenen 
(42) eine krumme Minimallinie, als deren Schmiegungsebenen, wobei jedoch 
die in der Form (42) nicht darstellbaren Minimalebenen, nimlich die zu der 
Gleichungsform y, — iy, = const. gehorigen (zunichst) ausgeschlossen bleiben.t+ 

Differentiirt man den Ausdruck auf der linken Seite von (42) bei constantem 
y zweimal nach dem Parameter s, so gelangt man, durch Auflésung der erhal- 


* Wir weichen von dem Ueblichen etwas ab in der Bezeichnung. Wir haben dafiir unsere 
Griinde [Vgl. § 8 und American Journal of Mathematics, vol. 29 (1907), pp. 146, 154]. 
Es lohnt aber wohl nicht, niher darauf einzugehen. Vergleiche jedoch die Anmerkung zu der 
Formel Nr. 56. 

¢ Durch Einfiihrung von geeigneten homogenen Veriinderlichen kann man natiirlich auch 
diese Stellen in die Betrachtung einbeziehen. 


| 
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tenen Gleichungen, zu den Formeln 


i| 


1+ 
(48) 


die zur Darstellung irgend welcher krwmmer Minimallinien dienen (df: ds = f,, 
u. s. w.). Es folgt dann 


so dass die Gleichung («’ |x’) = 0 {s} erfiillt ist. Die Differentialvectoren 
a’, x’, --- enthalten nur den dritten und hoéhere Differentiaiquotienten der 


Function f(s). Insbesondere folgt 
(45) (128), 

Die erklirten Stellen allgemeiner Lage sind also, soweit ihre Schmiegungs- 
ebenen nicht zu den ausgeschlossenen (s = ©) gehéren, identisch mit denen, fiir 
die f, nicht verschwindet. Weiter folgt 


(123), 


(46) = (2/9) = 


so dass 

(47) p= SVvF(s)ds 

gesetzt werden kann. Die erwiihnten beiden grossen Familien von Minimal- 

curven unterscheiden sich also hier dadurch, dass bei der einen die beiden Werthe 

von Vf,(s) auf der Curve analytisch zusammenhdngen, bei der anderen nicht. 
Nunmehr kennt man vermige der Gleichungen 


dx, 1 — 3? dx, 


auch das sphirische Bild der Minimalcurve (48). Schliesslich findet sich 
(2|3), = (2/4), = 
(49) (2/5), = (3/8), = 
(3/4), — 
Die Ausdriicke der angefiihrten charakteristischen Invarianten werden also jetzt: 
— 
2 1 : 


F=(3|3) = 
(50) IF 


39 
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In der transformirten Gestalt (50) leisten die gefundenen Aequivalenzkrite- 
rien natiirlich nicht ganz so viel wie in ihrer urspriinglichen, da nunmehr s 
der Parameter ist, dieser also specielle Eigenschaften hat. Ein anderer Weg, 
zu den Kriterien (50) za kommen, wiirde der sein, dass man von vorn herein 
die Minimalebenen als Raumelemente betrachtet, und nun fiir die Bewegungs- 
gruppe, die unter der nunmehrigen Voraussetzung eine Gruppe in einer vierfach 
(bei Zihlung complexer Dimensionen zweifach) ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
ist, direct eine Invariantentheorie zu entwickeln sucht. Auf solche Art ist S. 
Lie unserem letzten Satze bereits sehr nahe gekommen. Welchen Einwend- 
ungen aber Lies Theorie unterliegt, haben wir in der Einleitung schon ange- 
deutet und an anderer Stelle ausgefiihrt.* 

Die aufgestellten Gleichungen liefern p und F’, wenn die Function f(s) 
bekannt ist. Die Bestimmung der natiirlichen Gleichung einer krummen Mini- 
mallinie erfordert dann also eine Quadratur und die Lésung eines Eliminations- 
problems. Umgekehrt erhiilt man s aus der natiirlichen Gleichung durch Inte- 
gration einer Scowarzschen Differentialgleichung 


— 


(51) = —F(p). 


Schliesslich scheint es uns noch niitzlich, anzumerken, durch was fiir eine 
Function f(s) zu ersetzen ist, wenn man die krumme Minimallinie einer vorge- 
schriebenen Bewegung unterwerfen will. Wir driicken diese in homogenen 
Ebenencoordinaten aus, 


Uy = Ay Uy + + + Ags Us 


* @,,U, + + 
* Uy + Uy + 
“u= * Ay, Uy Aggy Uy + 


und stellen die Coefficienten a,,, @,,---@,, in bekannter Weise dar durch die 
Parameter EuLErs.t Dann ergiebt sich 
(a, ia,) 8 — (4, — ia,) 
(a, + ia,)8 + (a, + ia,)’ 
[(a, + ia,)s + (a, + ia,)]? f"(s°) 


(52) 8 


(53) 


* Den gleichen Bedenken unterliegt auch zum Theil eine Untersuchung iiber Minimalcurven, 
von der neuerdings Herr E. Vessior einige Andeutungen verdffentlicht hat. [Comptes 
Rendus de l’Académie des Sciences, Paris, t. 140 (1905), pp. 1381-1384.] Doch wol- 
len wir nicht unterlassen hervorzuheben, dass in dieser Arbeit, die dem Verfasser erst wihrend 
des Druckes bekannt geworden ist, der natiirliche Parameter p, oder eine damit aquivalente 
Function des Ortes, ebenfalls vorkommt. 

+S. z. B. Mathematische Annalen, Bd. 39 (1891), S. 528. 
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durch Substitution der Werthe 


( it, ) ta, ) A 
erhilt man dann die Function f"(s"), die zur transformierten Curve gehort. 
Versteht man unter a, b,c, d,1, m, n Constante, so dass ad — be + 0 ist, so 
werden demnach alle krummen Minimallinien, die mit einer vorgelegten zur 
selben Classe gehoren, geliefert durch die Formel 


ds*—b | 


ad — be +a] + 1+ ms’ 


Beispielsweise erhiilt man alle transcendenten gemeinen Minimalschraubenlinien, 
wenn man 
fa 2 ) 
J = const. s log s { const. + 0} 


setzt, und alle algebraischen Curven der Art, wenn man fiir f(s) (zum Beispiel) 
eine der Functionen 


1 


substituiert. 
Bemerkenswerth scheint uns noch, dass man die Formeln (52) und (58) in 


eine einzige Gleichung zusammenfassen kann, wenn man sich der vom Verfasser 


eingefiihrten Bewegungsparameter* und gleichzeitig jener “ duale Grdssen” 


genannten Grdssensysteme bedient, deren zweite Einheit der Gleichung = 0 
geniigt.t Setzt man nimlich 


(55) A,=2,+&, («=0,1,2,3), S=s+¢, 
so wird, wenn entsprechend S* = s° + ¢f” ist, 


_ (A, — iA,) S—(A,—iA)) , 
~ (A, 


* Siehe das vorangehende Citat. Uebrigens gilt die Gleichung (56) auch dann, wenn die a. 
a. O. angenommene Relation a) 3, + a, 3, + + a, 85 — 0 nicht besteht. 

+ Ebenda S. 521, 560, und Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1903) II, § 23. 

¢ Man sieht hieraus, dass die Bezeichnung des von den Punktcoordinaten freien Gliedes in 
der Formel (42) mit — 2if zweckmiissig war. 

Fiir Leser die mit der in der eben genannten Schrift entwickelten dual-projectiven Geometrie 
bekannt sind, bemerken wir noch, dass der Hauptinhalt der Formel (56) auch so besehrie- 
ben werden kann, dass man etwa sagt: ‘‘ Die Gruppe der Euklidischen Bewegungen mit der Mini- 
malebene als Raumelement verhdlt sich zur Gruppe der dualen Collineationen mit dem Strahl als Raum- 
element ebenso wie die allgemeine projective Gruppe in zwei (homogenen) Verdnderlichen zur allgemeinen 
projectiven Gruppe in drei (homogenen) Verdnderlichen.’’ Nibheres iiber diese Analogie findet man 
in der Geometrie der Dynamen S. 399-401, wo jedoch die Gleichung (56), die dort nicht ge- 
braucht wurde, nicht ezplicite vorkommt. Vgl. auch das ebenda S. 339, 340 iiter die zur 
Bewegungsgruppe correlative Gruppe Gesagte, so wie den Satz auf Seite 348 ; ferner: Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematikvereinigung 1902, S. 331 und Sitzungs- 


(56) 
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§ 7. BrIsPrELE NATURLICHER CURVENFAMILIEN. 


Auf: Einzelheiten der Curventheorie einzugehen ist in dieser lediglich den 
Grundlagen gewidmeten Untersuchung nicht der Ort. Von grundsiitzlicher 
Bedeutung ist indessen die Frage, wie die grossen Curvenfamilien, mit denen 
man sich aus geometrischem Anlasse niher zu befassen pflegt, in sachgemiisser 
Weise zu charakterisieren seien. Mehrere derartige Familien haben wir schon 
zu betrachten gehabt. Mit Ausnahme der Familie aller geraden Linien und der 
Familie der Minimalgeraden waren diese siimmtlich charakterisiert durch invari- 
ante Systeme von Differentialgleichungen und Differential-Ungleichungen, oder 
auch nur durch Differential-Ungleichungen. Im Gegensatz zu diesen, wie wir 
sagen diirfen, kiinstlichen Familien, in denen gewisse Curven einer vollstiindigen 
Disjunction zu liebe, oder zu sonstigen speciellen Zwecken zusammengefasst 
werden, stehen die natiirlichen Familien, die wie die geraden Linien oder die 
Minimalgeraden lediglich durch invariante Systeme von Differentialgleichungen 
charakterisiert werden, und die daher jede Curve umfassen, die Grenzlage von 
irgend welchen Curven der Familie ist * ; denen also der Charakter einer gewissen 
(beschriinkten) Abgeschlossenheit zuakommt. Wir werden das Wort indessen in 
einem noch engeren Sinne brauchen, indem wir von einer “ natiirlichen”’ Familie 
weiter verlangen, dass sie ein einziges analytisches Continuum (von endlich-oder 
unendlich-vielen Dimensionen) bilde; dass man niimlich, durch Variation der 
einzelnen Curve, von jedem zugehorigen Individuum zu jedem anderen kommen 
konne, ohne durch Curven hindurchgehen zu miissen, die noch weiteren (invari- 
anten) Systemen von Differentialgleichungen Geniige leisten. Danach bilden 
die singuliren Curven zum Beispiel nicht eine natiirliche Familie, wohl aber die 
Minimaleurven, und ebenso die ebenen singuliiren Curveu. Die im Allgemeinen 
iiberaus schwierige Frage, welche Curven iiberhaupt durch ein gegebenes System 
von invarianten Differentialgleichungen charakterisiert werden, und wie diese 
Curven sich auf natiirliche Familien vertheilen, scheint uns ein gewisses Interesse 
zu haben. Wir behandeln daher noch einige Beispiele, um auf diese Art wenig- 
stens einigen Einblick in die (durch die Bewegungsgruppe erzeugte) Structur der 
Mannigfaltigkeit zu gewinnen, die von den analytischen Curven gebildet wird. 
berichte der Niederrheinischen Gesellschaft fiir Natur- und Heilkunde, 
Jahrg. 1904, S. 57, wo Transformationen orientierter Strahlen ihnlich behandelt werden. 

Weitere Entwickelungen verwandten Inhalts— auch Anwendungen auf Minimalflichen — 
findet man in einem Aufsatze des Herrn Jos. GRUNWALD: Monatshefte fiir Mathematik 
und Physik, XVII. Jahrgang (1906), S. 81-136. 

* Wir erinnern an das in der Einleitung Gesagte : Gleichungen, die nur bei Bestehen gewisser 
Ungleichungen aufgestellt werden kénnen, betrachten wir als Das, was sie wirklich sind, nim- 
lich als Systeme von Gleichungen und Ungleichungen. Andernfalls wiirde das im Texte 
Vorgetragene unzutreffend sein. 
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Die Curven constanter Torsion. 


Damit eine regulire Curve constante Torsion habe, ist nothwendig und hin- 
reichend das Bestehen der Gleichung 
(57) (12|12)(124) — 2(12|18)(128) =0 {t}. 

Diese in den Differentialquotienten héchster (vierter) Ordnung lineare Gleich- 
ung nennen wir “die Differentialgleichung der Curven constanter Torsion.”’ 
Derselben Gleichung geniigen dann, als uneigentliche “ Curven constanter Torsion,” 
oder  Curven von uneigentlich-constanter Torsion,” scmmtliche singuldren Curven, 
nimlich erstens die Minimaleurven, deren Torsion unendlich ist, zweitens die 
Curven in Minimalebenen, darunter die Geraden, bei denen allen der Tor- 
sionsbegriff iiberhaupt illusorisch ist. Die Unterscheidung von eigentlichen 
und uneigentlichen “Curven constanter Torsion” deckt sich also mit der Unter- 
scheidung von reguliiren Curven constanter Torsion und von singuliiren Curven. 
Beide zusammen bilden eine einzige natiirliche Familie. 


Die Curven constanter Kriimmung. 


Auch die Gleichung 

(58) (1]1)(12|18) —3-(1|2)(12|12) =0 {t} 

definiert eine einzige natiirliche Curvenfamilie, die wiederum alle singuldren 
Curven umfasst. Indessen werden als “ eigentliche” Curven constanter Kriim- 
mung oder als Curven von eigentlich-constanter Kriimmung ausser den reguliren 
Curven der Art auch die ebenen singuliiren Curven anzusehen sein, mit Aus- 
nahme der Minimalgeraden ; wneigentliche Curven constanter Kriimmung sind 
die Minimallinien (mit Einschluss der geraden unter ihnen), Curven, bei denen 


der Kriimmungsbegriff seinen Sinn verliert. 


Die Curven von vorgeschriebener constanter Kriimmung. 


Ungleich den beiden zuvor betrachteten Fallen definiert die Gleichung 


(59) 


bei endlichem constantem Werthe von 1//?? nicht eine einzige natiirliche Cur- 
venfamilie, sondern deren zwei verschiedene. Sie wird nimlich, ausser durch 
die (reguliiren oder im Falle 1/7? = 0 ebenen singuliiren) Curven, denen die 
bestimmte Kriimmung + 1// zukommt, auch durch alle Minimalcurven be- 
friedigt, die als Curven der uneigentlich-constanten Kriimmung + 1/R insofern 
anzusehen sind, als unter den beliebig bleibenden Werthen fiir die “ Kriim- 
mung” einer solechen Curve sich eben auch der constante Werth + 1/R befindet.* 


* Die durch die Gleichung (1|1) =0 } ¢ H definierten Minimal curvenkénnen als die singuliiren, 
die tibrigen genannten Curven als die reguliiren Lésungen der Gleichung (53) bezeichnet werden. 
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Die Curven eigentlich-constanter Kriimmung konnen iiberhaupt nicht durch 
eine Differentialgleichung gekennzeichnet werden, sondern nur durch das System 
der Gleichung (53) und der Ungleichung (1|1) #90 {¢}. Aehnliches gilt in 
anderen Fiillen. 
Die sphiirischen Curven. 
Die Gleichung 
(60) (1{1)(184) —8(1|2)(124) + [3(2/2) +4(1|3)](123)=0 


ergiebt sich, wenn man ausdriickt, dass der Schnittpunkt von drei consecutiven 
Normalebenen einer doppelt gekriimmten reguliiren Curve eine unveriinderliche 
Lage hat. Ebenso kommt man zu ihr von der Gleichung (10) aus, wenn man 
zuniichst dy:ds = 0 setzt, und dann an Stelle des Bogens einen unbestimmt 
bleibenden Parameter einfiihrt.* Wir nennen diese Gleichung “ die Differen- 
tialgleichung der sphirischen Curven”, sphiirisch also jede Curve die ihr geniigt. 
Dazu gehoren alle ebenen reguliiren oder singuliiren Curven, die mit Ausnahme 
der reguliren und parabolischen Kreise, sowie der Minimalgeraden, als wneigent- 
lich-sphirisch zu bezeichnen sind. (Man vergleiche das in der Einleitung iiber 
die reellen sphiirischen Curvenziige Gesagte). 


Curven mit vorgeschriebenem Quadrate des Radius der Schmiegungskugel. 


Jeder vorgeschriebene endliche Werth von i? (Siehe Nr. 12) (und ebenso der 
in gewissem Sinne noch bestimmte Werth oo) bestimmt eine Gesammtheit ana- 
lytischer Curven. Um die hier vorliegenden Verhiiltnisse recht zu verstehen, 
muss man beachten, dass in zwei einander theilweise durchdringenden Fiillen 
iiberhaupt nicht von einem bestimmten Werthe der Grosse 3i* die Rede sein 
kann. Es sind das erstens die reguliiren Kreise sammt ihren weiterhin noch zu 
erorternden singuliiren Grenzfiillen. Durch jeden reguliiren Kreis gehen ja 
Kugeln mit allen moéglichen Radien. Zweitens aber liefern die ebenen sin- 
guliren Curven ebenfalls nicht bestimmte Werthe von Ji’. Sieht man von 
den parabolischen (eigentlichen) Kreisen und von den geraden Linien ab, so 
hat man noch eine bestimmte uneigentliche “ Schmiegungskugel”; diese ist in 
die Curvenebene ausgeartet, die eine Minimalebene ist. Diese uneigentliche 
Kugel hat keinen irgendwie bestimmten Radius, wie ein Blick auf die Formel 
(12) es unmittelbar zeigt. Die reguliren Kreise mit ihren Ausartungen und 


die krummen Linien in Minimalebenen werden also bei jedem vorgeschriebenen 


Werthe von Kt? als Lisungen der Gleichung 
(61) + =O { t} 


* Die Differentialinvariante auf der linken Seite von (60) hat unter der Voraussetzung, dass 
(123) #0, (1|1) +0 ist, den Werth 
ds\° dR\) ds 
s—(2|2). 3 mt 
wofern s ein Werth des Curvenbogens ist. Das Quadrat 1/* der Kriimmung und die Torsion 
1/7 haben dann bestimmte und von 0 und ~ verschiedene Werthe. 
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auftreten. Diese Gleichung selbst aber definiert, wie iibrigens schon aus bekann- 
ten Untersuchungen hervorgeht, nicht eine einzelne natiirliche Curvenfamilie 
(was damit zusammenhiingt, dass sie in den héchsten vorkommenden Differential- 
quotienten von héherem als dem ersten Grade ist). 

Die Gleichung (61) wird durch zwei (und nicht mehr) verschiedene natiirliche 
Familien von Curven erfiillt, naémlich durch die Curven auf Kugeln vom Radius 
+R, und durch die Curven von der constanten Kriimmung +1/R. Beide 
Familien durchdringen einander, wenn KR + 0 ist, in der Gerammtheit der requ- 
liren Kreise vom Radius + KR, und ausserdem in der Familie der ebenen singu- 
liren Curven, die als “ Curven auf besonderen uneigentlichen Kugeln” (namlich 
auf uneigentlichen Kugeln von unbestimmtem Radius) zu den spharischen Curven 
zu rechnen sind.* 

Im Falle Jt = 0 besteht die erste Familie aus den Curven auf Minimalkegeln, 
sammt den Curven in Minimalebenen, die als “ uneigentliche Minimalkegel,”’ 
niimlich als Grenzfiille von (“ eigentiichen Minimalkegeln zu betrachten sind. 
Die zweite Familie aber besteht im Falle 3i = 0 aus den Minimaleurven. In 
der That ergiebt sich i? = 0 bei jeder krummen Minimallinie an jeder der von 
uns als “ Punkt allgemeiner Lage” bezeichneten Stellen {(123) +0}. Die 
zugehorige Schmiegungskugel ist ein Minimalkegel, der im Curvenpunkte selbst 
seinen Scheitel hat. Bei analytischer Fortsetzung ergiebt sich dann Si? = 0 
fiir die ganze Curve. Die geraden Minimallinien gehoren dann noch “ uneigent- 
lich” zu dem Werthe Jt? = 0. 

Die behaupteten Thatsachen werden in Evidenz gesetzt durch eine Identitiit, 
deren Ableitung wir, als eine niitzliche Uebung, dem Leser iiberlassen wollen. 
Wir schreiben zur Abkiirzung 


A — 6(1/1)(1/2)(12|13) 12), 
B=(1{|1)(184) —3(1/2)(124) + [8(2/2) + 4(1/3) ](123), 
C=(1{1)(12{13) —3-(1|2)(12|12). 

Dann ist 

(62) (124)-A —}3(123) A’ = BC 


Der Ausdruck auf der linken Seite von (60) ist der Zihler von dj’: dt. Hat 
also, bei gegebener Curve, )i? einen bestimmten und constanten endlichen 
Werth, ist (123 ) + 0, so ist die Curve entweder uneben und sphiirisch (B= 0), 
und sie liegt dann auf irgend einer eigentlichen Kugel von Radius + Ji: oder 


die Curve ist eine unebene Curve von constanter Kriimmung (C’=0), im Falle 


* Die eigentlichen und uneigentlicken Curven der constanten Kriimmung = 1/8 sowie alle 
Kreise kann man als singuliire Lisungen der Gleichung (61), den itibrigen “‘ reguliren’’ Lis- 
ungen, also den unebenen Curven auf eigentlichen Kugeln vom Radius + 8 gegeniiberstellen 


{RO}. 
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KH? = 0, A =0 insbesondere eine uneigentliche Curve der Art, nimlich irgend 
eine krumme Minimallinie. Im zweiten der beiden unterschiedenen Fiille 
(C = 0) ist die Gleichung (61) eine Folge der Gleichung 
(63) (1|1)*— #'(12|12) =0 {t}. 


Da niimlich aus (63) C' = 0 fliesst, und umgekehrt auch C = 0 eine Gleichung 
der Form (63) mit constantem 9i? nach sich zieht, so zeigt die ohne Weiteres 


abzuleitende Identitiit 
(64) (12/12) [A — W?( 128)? ] 


dass entweder (12/12) = 0 oder A — 9t?(123)? = 0 sein muss. Das erste ist 
hier — da (123) = 0 —nur so moglich, dass (1|1) = 0 und dann auch A = 0, 
R? = 0 ist. Dies ist der Fall der krummen Minimallinien. 

Hat ferner i?, wenn man von der Curve als dem Gegebenen ausgeht, keinen 
bestimmten Werth, so ist von vorn herein A =0,(123)=0. Zufolge der 
zweiten dieser Gleichungen ist dann B= 0, und zufolge (64) auch C= 0. 
Die Curve ist eben und gehort zu den eigentlichen oder uneigentlichen Curven 
von constanter Kriimmung. Ist sie reguliir, so ist sie irgend ein regulirer 
Kreis, dessen quadrierter Radius nicht nothwendig den vorgeschriebenen Werth KR? 
zu haben braucht. Ist sie singuliir, so bleibt sie im Uebrigen vollig beliebig. 

Die aufgefiihrten Fille bilden eine vollstandige Disjunction. Zu betrachten 
bleibt aber noch der Fall Jt? = 2, in dem die Gleichung (61) ihren Sinn ver- 
liert, und durch die Gleichung (123) = 0 zu ersetzen ist. Zu den aufgezihlten 
Curven mit eigentlich- oder uneigentlich-constantem endlichem Werthe von i? 
kommen natiirlich noch die in Euklidischen Ebenen gelegenen Curven von 
nicht-constanter Kriimmuug, als solche, deren Schmiegungskugel den in gewissem 
Sinne bestimmten constanten Radius Ji = o hat. 


Auf iihnliche Art wie die geschilderten lassen sich noch weitere Beispiele 
behandeln. Um aber keiner Tiiuschung iiber die Tragweite der angestellten 
Betrachtungen Vorschub zu leisten, will der Verfasser nicht unterlassen, her- 
vorzuheben, dass ihm eine sichere Methode nicht bekannt ist, mit deren Hiilfe 
man vorgelegte invariante Curvenfamilien durch invariante Differentialgleich- 
ungen oder invariante Systeme von Differentialgleichungen kennzeichnen kénnte. 
Es kénnen sich Schwierigkeiten ergeben auch in Fiillen, wo man ohne niihere 
Kenntniss des Gegenstandes es nicht vermuthen wiirde. Als ein Beispiel der 


Art behandeln wir noch 
Die Familie der Kreise. 

Als eigentliche Kreise betrachten wir neben den reguliren die schon erklarten 
parabolischen Kreise, jene krummen Linien, die als Grenzfiille reguliirer Kreise 
betrachtet werden konnen, deren Mittelpunkt auf die uneigentliche Ebene (der 


| 
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projectiven Geometrie) und zwar auf den absoluten Kegelschnitt geriickt und 
in der Grenzlage natiirlich nicht mehr Mittelpunkt ist. Als wneigentliche 
Kreise betrachten wir ferner alle geraden Linien. Die eigentlichen und 
uneigentlichen Kreise bilden dann zusammen eine einzige natiirliche Curven- 
familie, deren Individuen eine analytische Mannigfaltigkeit von zwolf (sechs 
complexen) Dimensionen bilden. Wir wollen versuchen, ein invariantes System 
von Differentialgleichungen zu bilden, das fiir diese Curvenfamilie charakte- 
ristisch ist. 

Durch unsere bisherige Untersuchung wird ein solches invariantes System von 
Differentialgleichungen nicht geliefert. Man erkennt hier den Nachtheil, der 
mit jeder eine vollstiindige Disjunction herbeifiihrenden Classification noth- 
wendiger Weise verbunden ist: Es wird durch unsere Methode Zusammengeho- 
riges auseinandergerissen ; wir haben die reguliiren und die singuliiren (eigent- 
lichen) Kreise durch ganz verschiedene Systeme von Differentialgleichungen 
charakterisiert. Die fiir reguliire Kreise charakteristischen Gleichungen 


(65) (123)=0 {¢}, {¢} 


aber werden keineswegs nur durch die aufgeziihlten Grenzfiguren, sondern durch 
siimmtliche ebenen singuliren Curven erfiillt. 

Um zu einem fiir die Familie der Kreise charakteristischen invarianten 
System von Differentialgleichungen zu gelangen, wollen wir etwas weiter aus- 
holen, indem wir zuniichst einen leicht zu beweisenden, aber, wie wir glauben, 
auch sonst niitzlichen Lehrsatz anfiihren. 

Wir nennen Scheitel zu einem Punkte allgemeiner Lage * einer krummen 
Linie den Scheitel eines jeden eigentlichen oder uneigentlichen Minimalkegels, 
der mit der Curve dort eine (mindestens) dreipunktige Beriihrung eingeht (und 
also im Falle der reguliiren oder ebenen singuliiren Curven den Kriimmungskreis 
enthalt). Wir sehen dann: 

Zu jedem Punkte allgemeiner Lage irgend einer krummen analytischen Linie 
gehoren zwei in der Regel verschiedene Scheitelpunkte. Der geometrische Ort dieser 
Scheitel besteht im Allgemeinen aus zwei Minimaleurven, +} die dadurch charakter- 
isiert sind, dass ihre Tangentenfldchen die gegebene Curve enthalten. Diese Curven 
verlaufen, sofern sie existieren, auf der sogenannten Polarfliche, dem Ort der 
Kriimmungsaxen der betrachteten Curve. Sie gehiren bei Nicht-Minimaleurven 
zu der Schaar der Filarevoluten der Curve und kéinnen deshalb als deren “unei- 
gentliche Filarevoluten” oder als “ Minimalevoluten” bezeichnet werden. 

Die hier gebrauchten Worte “in der Regel” und “im Allgemeinen,” denen 
an und fiir sich ein klarer Sinn nicht zukommt, werden genau erkliirt, wenn wir 


* Vergleiche die Definitionen auf Seiten 20, 28, 35. 
+ Es wird nicht gesagt, dass diese beiden Curven immer von einander verschieden sein 
miissten. Der genannte Ort ist natiirlich durch analytische Fortsetzung zu ergiinzen. 
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die Fiille vollstindig aufzihlen, in denen ein abweichendes Verhalten eintritt. 

Die Ausnahmen des letzten Satzes sind die folgenden: 

1) Bei den krummen Minimallinien fallen beide genannten Oecrter mit einander 
und mit der Curve selbst zusammen. 

2) Bei jeder doppelt gekriimmten Linie auf einem Minimalkegel erhalt man 
statt der einen Minimalevolute einen eigentlichen Punkt, den Scheitel des zugehorigen 
Kegels. 

3) Bei jedem reguliren Kreis erhalt man entsprechend zwei eigentliche Punkte 
als Scheitel des Kreises. 

4) Bei jedem singularen Kreis erhalt man ebenso einen eigentlichen und einen 
uneigentlichen, auf dem absoluten Kegelschnitt gelegenen Punkt. 

5) Bei den iibrigen krummen Linien in Minimalebenen existiert noch eine der 
uneigentlichen Filarevoluten, wihrend die andere auf den uneigentlichen Scheitel 
der zugehirigen Minimalebene reduciert ist. 

Indem wir die Ausfiihrung weiterer Einzelheiten dem Leser iiberlassen, 
kniipfen wir an die Bemerkung 3) an: Wir bestimmen zuniichst bei reguldren 
Curven die Scheitelpunkte, und driicken dann aus, dass diese eine im Raume 
unveriinderliche Lage haben. 

Bezeichnen wir die beiden Scheitel unterschiedslos mit z*, so erhalten wir 
unmittelbar 
(66) z*=a2+ R(8 = iy).* 
Bezeichnen wir den Vector 2° — x mit 5, so dass z7 —x 
kénnen wir hierfiir schreiben 


1/1 
(67) (8 =p 19) ((12|10) 


Driicken wir sodann aus, dass der Punkt z” bei Aenderung des Parameter- 
werthes ¢ in Ruhe bleibt, so erhalten wir das Gleichungssystem 


(68) {t,@}, 
das, unmittelbar weiter entwickelt, wieder zu den bereits als unbrauchbar erkann- 


ten Gleichungen fiihren wiirde. Wir sehen aber nunmehr den Grund jener 
Unbrauchbarkeit: Gehen wir zu dem Grenzfall der krummen Linien in Min- 


= 6. (k=1, 2,3), s0 


k 


imalebenen iiber, so erscheint immer einer der beiden unter der Bezeichnung 6 
zusammengefassten Vectoren in der Form 0:0. Es ist nun aber 


[(12|1@)+ iv (1}1)(12@)] —iy (1|1)(12@)] 
= 


Daher konnen wir das Gleichungssystem (68), vor dem Grenziibergang, in die 
Form 


*Vgl. Nr. 10 und Nr. 11, Seite 21. 
t Vgl. ebenda Nr. 6. 
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(12|1lo)+ivy (1/1)(12e) 
setzen. Fiihrt man die angezeigte Differentiation aus, und unterdriickt man in 
den erhaltenen Formeln die Factoren (1|1w) und (1/1), von denen der erste 
iiberhaupt nicht identisch verschwinden kann, und der zweite nur bei Minimal- 
curven identisch verschwindet, so kommt man zu dem Gleichungssystem 
(1|1)(18|1@) —8(1|2)(12|1o) =0, 
(70) {t,@} 
(1|1)(18@) — 3(1|2)(120) = 0, 

das, vermége seiner Ableitung, auf regulire Curven angewendet, die unter 
diesen enthaltenen Kreise vollstindig charakterisiert. In der That erweisen sich, 
wenn nur (1|1) +0 {¢} ist, die Gleichungen (65) sofort als in den Gleich- 
ungen (70) enthalten. Da aber die Gleichungen (70) offenbar auch durch alle 
Minimalcurven erfiillt werden, so ist die Gleichung (123 ) = 0 nicht eine Folge 
von (70); sie muss diesen Gleichungen hinzugefiigt werden. Damit werden alle 
Minimallinien ausgeschlossen, mit Ausnahme der geraden unter ihnen, die 
unserer Curvenfamilie wirklich angehoren. Andrerseits kann die erste der 
Gleichungen (70) weggelassen werden, da sie schon in der zweiten enthalten ist. 
Wir sind also nunmehr zu dem Gleichungssystem 
(71) (123)=0 {t}, (1]1)(18@) —3(1|2)(120)=0 {t,o} 
gelangt, und dieses bleibt noch zu untersuchen unter der Voraussetzung, dass 
die Gleichung (12|12) = 0 hinzutritt. Es kann jetzt angenommen werden, 
dass (1|1) +0 ist. Dann aber reduciert sich die zweite Gleichung (71) auf 
die in $5 gefundene A = 0 {t, w}, die wir dort als charakteristisch erkannt 
hatten fiir die parabolischen Kreise. Ausser diesen kommen dann zu den zuvor 
gefundenen Lésungen des Systems (71) noch die Euklidischen Geraden, die ein- 
zigen Curven, die bei unserer bisherigen Ueberlegung nicht beriicksichtigt wor- 
den sind. Hiermit ist nachgewiesen : 

Die Gleichungen (71) stellen die nothwendige und hinreichende Bedingung da- 
fur dar, dass eine vorgelegte Curve ein eigentlicher oder uneigentlicher Kreis ist. 

Man beachte die Structur des Gleichungssystems (71). Indem wir eine Dif- 
ferential-Covariante identisch verschwinden lassen, haben wir ein System von 
drei Differentialgleichungen iibersichtlich zusammengefasst. Wenn man von 
reguliren Curven ausgeht, kommt man unmittelbar zu der genannten Covariante, 
wenn man ausdriickt, dass die leicht geometrisch zu deutende absolute Covariante 

(120)? (12)? (12|12) 
~ 

einen constanten Werth hat. 

Mit diesen Beispielen wollen wir uns geniigen lassen. 

Bonn, im Mai 1908. 
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THE CENTRAL OF A GROUP* 
BY 
G. A, MILLER 


§1. Introduction. 


The totality of the invariant operators of any group (4G) constitutes a char- 
acteristic subgroup (A ) known as the central, or the cogredient subgroup of G’. 
When G is abelian it coincides with A, and when G contains only one invari- 
ant operator, X is the identity. In these extreme cases the concept of a central 
does not simplify the considerations with respect to G', but in all other cases 
this concept is useful. It is especially useful in the study of the groups of order 
p”, p being a prime, since according to a well known theorem, due to SYLow, 
the order of the central of such a group cannot be less than p. It may also be 
used to determine whether G is the direct product of its Sylow subgroups, since a 
necessary and sufficient condition that G has this property is that we arrive at the 
identity by forming the successive quotient groups with respect to the central.+ 

The quotient group (/,) with respect to A is the group of cogredient iso- 
morphisms of G and hence J, cannot involve any operator besides the identity 
which is generated by each operator of a possible set of generators of G.{ In 
particular, J, cannot be either cyclic or hamiltonian and hence the index of A 
under G must be the order of a non-cyclic group. It is easy to see that this 
index cannot be an arbitrary number which is the order of a non-cyclic group. 
For instance, it cannot be a number which is neither a square nor the order of 
a non-abelian group, since an abelian group of cogredient isomorphisms cannot 
involve a Sylow subgroup of prime order and such a number is not divisible by 
the squares of all its prime factors. § ‘ 

As every possible dihedral group is a group of cogredient isomorphisms of a 
dihedral group it results that G may be so constructed that the index of A under 
G is an arbitrary even number with the exception of 2. This index may also 
be any positive integral power of p except p itself, since the abelian group of 
order p”, m > 1, and of type(1,1,1,---) is evidently the group of cogredient 


> 


isomorphisms of some group of order p”**. These elementary considerations 
~ * Presented to the Society (Chicago) April 18, 1908. 

+ Loewy, Mathematische Annalen, vol. 55 (1901), p. 69. 

t Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 6 (1900), p. 339. 

§ Dickson, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 6 (1905), 


p. 201. 
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are sufficient to prove that, if n is a number > 2 which cannot be the index 
of K under G, then n is odd and involves only the first power of some prime, 
but it is not implied that a number satisfying these conditions cannot also be the 
index of K under G. When J, is the direct product of two solvable groups 
whose orders are relatively prime, G is also the direct product of two such 
groups.* In particular, when J, is abelian, G is the direct product of its Sylow 
subgroups. This is clearly a special case of the theorem mentioned at the end 
of the first paragraph. When J is abelian, G is said to be metabelian, and a 
number of fundamental properties of such a G have been determined. 

The main object of the present paper is to exhibit the usefulness of the con- 
cept of a central by presenting some relations between fundamental theorems 
bearing on this concept and by extending several of them so as to be more 
directly applicable from this point of view. We shall especially consider prop- 
erties of G which may be derived from those of the quotient group with respect 
to its central. The paper has close contact with a memoir by HOupER, entitled 
Bildung zusammengesetzter Gruppen,t but in the present paper we assume 
only a knowledge of the special quotient group while HOLDER generally assumed 
both a knowledge of this group and also of the corresponding invariant sub- 
group. One of the most important results is the theorem, proved in the last 
section, that J, may be so chosen that every possible G is the direct product of 
f, and an arbitrary abelian group. 


§ 2. Properties of G which may be derived from those of its J,. 


Suppose that J, contains an invariant operator (i). The operators of G 
which correspond to i are transformed among themselves by all the operators of 
G and hence each of these operators is transformed under G' into itself multi- 
plied by an operator of AH. One of these operators (s) must therefore trans- 


form every operator of G into itself multiplied by some operator of A, and 


hence s gives rise to at least one invariant commutator whose order is equal to 
the order of i. The holomorphism obtained by transforming G by s may also 
be obtained by making G isomorphic with a subgroup of A and multiplying 
corresponding operators. That is, the holomorphisms obtained by transforming 
G by operators which correspond to invariant operators in J, may be obtained 
in the same manner as the holomorphisms of an abelian group.§ 

From the preceding paragraph it results that the order of G is divisible by 
n® whenever J; involves an invariant operator i of order n, and that such an J, 


*Transactions of the American Mathematical Society, vol. 1 (1900), p. 69. 

{ Fite, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 3 (1902), 
p. 331. 

t Mathematische Annalen, vol. 46 (1895), pp. 321-422. 

§ Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 6 (1900), p. 337. 
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contains operators which are independent of i and whose orders are divisible 
by x. In fact, if s, is an operator of G which s transforms into itself multi- 
plied by an operator of A whose order is equal to that of i, then s* (a <n) 
cannot be commutative with s, and hence i* cannot be generated by i,, i, being 
the operator of J, which corresponds to s,. This includes the theorems that in 
the group of cogredient isomorphisms of a metabelian group the order of every 
operator divides that of another independent operator and is also the order of a 
commutator.* These results include the following theorem: Jf the group of 
cogredient isomorphisms of G involves an invariant operator of order n, G 
contains an invariant commutator of order n and it also has a cyclic quotient 
group of this order. Moreover, the order of G is divisible by n® and I, 
involves two independent operators whose orders are divisible by n. 

To every Sylow subgroup of J, there corresponds one and only one Sylow 
subgroup of G@ having for its order a power of the same prime. This follows 
directly from the fact that to each operator of J, whose order is a power of this 
prime there correspond just as many operators whose orders are a power of 
this prime as there are such operators in A, since A is composed of invariant 
operators. Hence it results that if the order of J, is divisible by a prime p the 
number of Sylow subgroups of order p” in G is exactly the same as the number 
of the Sylow subgroups of order p* in J,. If a prime divides the order of G 
without also dividing that of J, there is only one Sylow subgroup in G whose 
order is a power of this prime; but the identity may be regarded as the corre- 
sponding Sylow subgroup of 7,. Hence the number of Sylow subgroups of each 
order in G is exactly the same as the number of the subgroups of the corre- 
sponding order in 7. This result includes the theorem that G is the direct 
product of its Sylow subgroups when and only when we arrive at the identity 
by forming the successive groups of cogredient isomorphisms of G; for, since 
the identity has only one Sylow subgroup of a given order, G can have only one 
such subgroup when the given condition is satisfied. 

The necessary and sufficient condition that a subgroup of J, is abelian is that 
all the commutators of the corresponding operators of G are in A. This 
includes the known theorem that if all the commutators of a group are invariant 
it is metabelian and vice versa. If J, involves an abelian subgroup which does 
not contain a group differing from the identity that can be a group of cogredient 
isomorphisms, then the corresponding subgroup of G is abelian. In particular, 
every subgroup of G which corresponds to a cyclic subgroup of J, is abelian. 
While an invariant operator of J, implies an invariant commutator of G whose 
order is equal to the order of this operator, the converse is not true, since an 
invariant commutator of G merely implies an abelian subgroup of J, which in- 
volves two independent operators of orders equal to the order of this commutator. 

*Fite, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 3 (1902), 
p. 334. 


J 

4 


1909] G. A. MILLER: THE CENTRAL OF A GROUP 53 


From the fact that all subgroups which correspond to invariant subgroups of 
J, are invariant under G it follows that G is solvable whenever J, is solvable 
and vice versa. In particular, when all the Sylow subgroups of J, are cyclic 
those of G must be abelian and G' must be solvable. We proceed to prove that 
such a G does not involve any invariant commutator besides the identity. If 
the order of J, is p%?---p%, where p,, p,, p, are distinct primes such 
that p, > p,>---> p,, it is known that J, contains only one subgroup of order 
pu pe---p (A=1,2,---,7).* Since all the Sylow subgroups of G are 
abelian it results that if G were to involve an invariant commutator in addition 
to the identity such a commutator could be obtained by using operators belong- 
ing to distinct Sylow subgroups of G, since the elements of the commutator 
would correspond to commutative operators of 7,. This is impossible, as the 
order of an invariant commutator always divides the orders of the elements of 
the commutator. Some of these results are included in the following theorem : 
When all the Sylow subgroups of I, are cyclic every abelian subgroup of J, 
corresponds to an abelian subgroup of G. The necessary and sufficient con- 
dition that every abelian subgroup of I, corresponds to an abelian subgroup 
of G is that the central of G involves no commutator besides the identity. 
If this condition is satisfied every operator of G has the same number of con- 
jugates as the corresponding operator of I,. It is clear that this condition is 
always satisfied when the orders of J, and K are relatively prime. 

As J, must be non-abelian whenever all its Sylow subgroups are cyclic, there 
must be some prime divisor (p,) of its order such that the subgroup of order 
ps (a is cyclic while the one of order p% - - - p*«+1 is non-cyclie. 
We proceed to prove that G' also contains an invariant cyclic subgroup of order 
p%2 - ++ involving no invariant operator under G besides the identity. The 
subgroup of G which corresponds to the group of order p*!p%---p%« in J, is 
abelian and the number of the cyclic subgroups of order pz in G which corre- 
spond to the Sylow subgroup of order pp (8 =1,2,---,a) in J, is a power of 
Pp, Whenever these subgroups have been so selected that m has a minimum value. 
The operators of G which correspond to an operator of order p*«+1 in J, must 
transform some one of the given cyclic subgroups of order p3 into itself without 
being commutative with each of its operators. It is known that if an operator 
which is prime to the order of a cyclic group of order p”, p being a prime 
number, transforms this cyclic group into itself, either it is commutative with 
every operator of the cyclic group or it is non-commutative with each one of 
its operators besides the identity as well as with each operator of every pos- 
sible quotient group of this cyclic group.t From this theorem it follows 
directly that m =a, and that there is only one subgroup among those corre- 


* BURNSIDE, Theory of groups of finite order (1897), p. 352. 
t Annals of Mathematics (new series), vol. 3 (1962), p. 180. 
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sponding to the cyclic subgroup of order p” in J, which is invariant under the 
group that corresponds to a Sylow subgroup of order p*«+! in /,. As this sub- 
group must also be invariant under the groups which correspond to the conjugates 
of this Sylow subgroup, it follows that it is a characteristic subgroup of G. In 
a similar manner it may be proved that G contains a characteristic subgroup of 
each of the orders and as the operators of all these subgroups 
are commutative it involves the direct product of these characteristic subgroups. 
This proves the theorem: Jf I, contains a cyclic subgroup of order ps p% - - - p%, 
then G contains a characteristic cyclic subgroup of the same order. 

In proving this theorem we made use of the facts that J, is non-abelian and 
that each of its Sylow subgroups is cyclic ; but we did not employ the fact that 
J, is the entire group of cogredient isomorphisms of G. Hence we may deduce 


the following useful corollary: Jf J, involves a group containing a cyclic in- 


variant subgroup of order g with no invariant operator besides the identity 
under this group, then G contains a cyclic subgroup of order g. In particular, 
if J, contains a dihedral group whose order is twice an odd number, G' contains 
a subgroup whose order is this odd number. If J, is the direct product of two 
eyelic groups of order n the commutator subgroup of G is a cyclic group of 
order x contained in A. The simplest special case of this is when J, is of 
order p* and hence the commutator subgroup of G is composed of p invariant 
operators. Every subgroup of G which involves operators corresponding to 


every operator of J, is invariant under G and involves all the commutators of G. 


§ 3. Groups in which I, involves only two prime factors. 

Since J, cannot be cyclic it must be of type (1, 1) when its order is p*, and 
p —1 must be divisible by g when its order is pg. In the former case G is 
the direct product of its Sylow subgroups, and all these Sylow subgroups except 
the one of order p” are arbitrary abelian Sylow groups. Hence it is only neces- 
sary to consider the Sylow group G” of order p” whose central is of order p”~*. 
It is known that G’ involves exactly p + 1 abelian subgroups of order p”—' hav- 
ing A’ in common. Moreover, A’ may be an arbitrary abelian group of order 
p”"~. We proceed to prove that two of the given p + 1 abelian subgroups are 
arbitrary groups containing A’’ while the other » — 1 have the same invariants 
as one of these two whenever these do not involve the same invariants. 

Suppose that the invariants of K’ are p*, p™, ---, p* where 


and at least two of these exponents are zero. The invariants of any abelian 
group of order p”~' containing A’ may be obtained by increasing one and only 
one of these exponents by unity. Hence it results that the invariants of two of 
the given subgroups of order p”—' in G may be obtained by increasing by unity 
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successively two arbitrary exponents of the invariants of A’’, while the invariants 
of the remaining p — 1 are the same as those of that one of these two which was 
obtained by increasing the larger exponent if different exponents have been 
increased.* By increasing the exponents of two equal invariants G’ may evi- 
dently be so constructed that each of its p + 1 subgroups involving A’’ has the 
same invariants and vice versa. We may summarize these results as follows: 

When J, is of type (1, 1) @ is the direct product of an abelian group whose 
order is prime to p and a group G’ of order p". The commutator subgroup of 
G is composed of p invariant operators, and the invariant operators of G’ form 


2 


a subgroup A’ of order p”-*. When J, is given, A’ may be an arbitrary 
abelian group of order p"~?, m>2. The p+ 1 subgroups of G" which have 
X’ in common and are of order p”~' either have the same invariants, or p of 
them have the same invariants while the remaining one has invariants which 
may be obtained by increasing a smaller exponent in the invariants of A’. In 
each case the invariants of these subgroups of order p”~' may be obtained by 
increasing one and only one of the exponents of the invariants of A’’ by unity. 

It is not difficult to determine all the groups of order p”™ involving a central 
of order p”~? and hence all the groups whose J, is of type (1,1). Since each 
distinct A’ leads to different G’’s we may first construct all the possible A’’’s. 
The number of these is equal to the number of partitions of m — 2 with respect 
to addition. Suppose that A’’ is of type (a,, 2,, ---, 4) where we again 
assume that at least two of the numbers a,, a,, ---, a, are 0’s. These numbers 
may be divided into & sets, each set being composed of all those which are equal 
to each other. Hence the invariants of one of the p +1 groups of order p”—' 
which involve A’ may be chosen in & different ways and the second of these can 
be chosen in & — 1 ways so that it may have different invariants. The p+1 
subgroups of order p”—' which involve A’ may therefore be chosen in 
3k(k —1) +1 ways, J being the number of the sets which involve at least two 
equal numbers. For each A’ there are therefore 4k(k—1)-+/ classes of 
groups, each class being composed of those groups in which the subgroups of 
order p”—' involving A’ are of the same type. In particular, when A’ is cyclic 
k =2,/=1; and there are therefore only two such classes, each class being 
composed of a single group. 

It remains only to determine the number of distinct groups in each of these 
classes, each class being composed of all the-conformal groups involving A’. 
This may be done by means of the commutator subgroup. The smallest num- 
ber of distinct groups in a class is clearly k — 1, the number of different invari- 
ants in A’ which exceed unity. This is also the exact number when each of 
the two different exponents in a,, «,, ---, %, which were increased by unity to 


* In the special case when p == 2 and when the exponents which have been increased are 0 and 
1 respectively this rule need not hold. This case will be excluded in what follows. 
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obtain the exponent for the corresponding group of order p”~' is either unequal 
to any other or equal to 0. If only one of these is equal to another and exceeds 
0, there are & such groups; and if both are equal to others greater then 0, there 
are k + 1 distinct groups. Finally, when the two exponents which are increased 
are either equal to 0 or belong to a set of two equal exponents, there are only 
k—1 groups. When the set to which they belong contains more than two and 
each number exceeds 0, there are & such groups. This completes the enumera- 
tion of all the possible types of groups that may be used for G’, and G is the 
direct product of such a G’ and an arbitrary abelian group whose order is 
prime to p. 

When J, is of order pq it follows from the theorems of the preceding § that 
G involves a characteristic subgroup P of order p corresponding to the sub- 
group of order pin J,. If g* represents the lowest order of an operator of G 
corresponding to an operator of order gq in J, it follows that P and such an 
operator of order g* generate a group of order pg* involving exactly g*—' invari- 
ant operators and having J, for its group of cogredient isomorphisms. Hence 
it is seen that G is the direct product of an abelian group whose order is prime 
to q and a group of order pq whenever its group of cogredient isomorphisms 
is of order pq. Such a group can be constructed only when p — 1 is divisible 
by g and its commutator subgroup is P. 


$4. Groups whose I, is either the icosahedral or the octohedral group. 


If J, is the icosahedral group, G contains operators of orders 3 and 5 corre- 
sponding respectively to operators of these orders in J,. We can easily prove 
that the lowest order of an operator of G corresponding to an operator of order 
2 in J, cannot exceed 4. Suppose that the lowest order of such an operator s is 
2°, a> 2, and consider the subgroup of G which corresponds to a tetrahedral 
group in Z|. An operator of order 3 in this subgroup transforms s into three 
conjugates (s, 8’, s’’) having a common square. The order of the commutator 
subgroup of the subgroup of G which corresponds to the group of order 4 in 
this tetrahedral group cannot exceed 2. Hence s and s’ generate a group of 
order 2**' which involves an operator of order 2 corresponding to s”. We may 
therefore assume that G contains three operators which satisfy the following 
conditions : 


s? 


1=4, (s,s, =1, 


and that ¢,, ¢ are commutative with every operator of G. 
From (8,8,)*° = 1 it results that s,8,s7' = Hence 


(sy's,8;') mt or (8,83) = 


In order to determine a limit for the order of t we consider the product of the 
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operators s,, 8,‘ s,s; which have a common square : 
( 8; 8, 8, ° 8; ) ( 838, 8, ) t,t. 
As ¢,¢° is transformed into its inverse by s,* and is also commutative with s,, 


the order of ¢ must divide 12. We now consider a new set of operators of G 
as follows: 


(Patt, 


As G contains two operators differing from the identity such that the square of 
one is the cube of the other and their product is of order 5, G involves either 
the icosahedral group or G,,,.¢ As these groups are invariant under G we 
have proved the following theorem: A group which has the icosahedral group 
for its group of cogredient isomorphisms contains as a commutator subgroup 
either the icosahedral group or the group of order 120 which has a (2, 1) 
isomorphism with the icosahedral group and involves operators of order 4. 
In the former case it is the direct product of the icosahedral group and some 
abelian group; in the latter case it is the direct product of an abelian group and 
a group of order 2*-60 involving exactly 2° invariant operators. 

When J, is the octohedral group it follows just as in the preceding case that 
G contains operators of order 3 corresponding to the operators of this order in 
I,, and that the operators of G which correspond to the three conjugate oper- 
ators of order 2 in J, include operators whose order is either 2 or 4. Hence G 
contains two operators which satisfy the following conditions : 


s=l, (8,8,)? =t. 
A multiple of the “on orders of ¢ may be obtained as follows: 


2 2 3 
(8, 8,°87 8; = 8, 8, 87 85 8, 8,8) == 828, 8,8, 8,¢° =f’. 


Since s,s, and s,s, have a common square, s,8,-s?s? is transformed into its 
inverse by s,s,. Hence ¢* is also transformed into its inverse by this operator 
and the order of ¢ divides 6. If s; = 3, ¢* it is clear that s; is also of order 3 
and the given conditions may be replaced by 


ss=1, ¢?=1. 


If ¢ =1, s; and s, clearly generate the tetrahedral group; and if ¢’ is of order 
2 they generate the group of order 24 which involves no subgroup of order 12, 
since this group is defined by two operators of order 3 whose product is of order 
4 when the square of this product is commutative with these operators. This 


* Archiv der Mathematik und Physik, vol. 9 (1905), p. 6. 
{ Transactions of the American Mathematical Society, vol. 8 (1907), p. 13. 
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statement results from the following equations : 
§ 3 2 . 
= 3, = Be (s,8,)? = t, @=1; ts, =8,t, t8,=8,t, 
In fact the following operators constitute the quaternion group: 
Ba 8,8), 8,8,, 8,8,, 88,8), $3 878, 8,. 


The first four of these operators constitute the cyclic group and from the 
relation 
8,‘ 8,8, = 8, 8,8, = 858) 


2 


it results that this cyclic group is transformed into itself by s,s, and contains 
(s,8,)*=t. Moreover, this quaternion group is transformed into itself by s,, 
since 8? 8,87 = (s,s:s,)~'. This proves the theorem: Jf a group has the octo- 
hedral group for its group of cogredient isomorphisms, its commutator sub- 
group is either the tetrahedral group or the group of order 24 which involves 
no subgroup of order 12. 

§ 5. Group whose I, is the simple group of order 504. 

When J, is any soluble group G contains an invariant subgroup of prime 
index. With respect to this subgroup we may establish a multiple isomorphism 
between G and an arbitrary cyclic group whose order is divisible by this prime 
number. Hence it results that there is always an infinite system of different 
groups having the same soluble J, such that none of these groups is the direct 
product of an abelian group and a non-abelian group, whenever there is one such 
group. Since the simple groups of orders 60 and 168 are the groups of cogre- 
dient isomorphisms of groups of orders 120 and 336 respectively which are not 
direct products, it results that there is also an infinite number of different groups 
which are not the direct products of an abelian and a non-abelian group but 
have one of these groups for their group of cogredient isomorphisms. In view 
of these facts the following theorem is of considerable interest: Every group 
which has the simple group of order 504 for its group of cogredient isomor- 
phisms is the direct product of an abelian group and this simple group. 

With a view to proving this theorem it will first be established that such a G 
contains the group of order 56 which involves 48 operators of order 7 ; and that 
every Sylow subgroup of G@ is abelian. From §2 it results that G involves 
operators of order 7. To a subgroup of order 8 in J, there corresponds a Sylow 
subgroup of order 2* in G having seven conjugate divisions corresponding to 
the seven operators of order 2 in the subgroup of order 8 in J. It will now be 
proved that each of these seven divisions involves operators of order 2. The 
conjugate operators in any two of these divisions must have a common square. 
The order of the commutator subgroup of the operators of G which correspond 
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to a subgroup of order 4 in J, cannot exceed 2. If this were of order 2 the 
invariant commutator of order 2 would be a commutator of the various sub- 
groups of G which correspond to subgroups of order 4 in J,, for all the sub- 
groups of order 4 in J, are conjugate. As three such subgroups involve the 
same operator of order 2, and are in a Sylow subgroup of J,, the operators of 
G corresponding to this common operator of order 2 would be transformed into 
themselves multiplied by the same operator by all the operators of G corre- 
sponding to the seven other operators of this Sylow subgroup. This is impos- 
sible since not more than one-half of the operators of a group can transform an 
operator into itself multiplied by an operator differing from the identity. From 
this it follows that every Sylow subgroup of G@ is abelian and that G contains 
operators of order 2 corresponding to operators of this order in J,. 

It is easy to see that the number of subgroups of order 8 in G' corresponding 
to a subgroup of order 8 in J, is of the form 2”, and hence ac least one such 
subgroup is transformed into itself by an operator of order 7 in G; that is, G 
involves the group of order 56 which involves 48 operators of order 7 and is 
simply isomorphic with a subgroup of Z,. Since all the abelian subgroups of J, 
are Sylow subgroups and all the Sylow subgroups of G are abelian it results 
that each operator of G has exactly the same number of conjugates as the cor- 
responding operator of J. In particular, G involves 63 conjugate commutators 
of order 2, corresponding to the commutators of this order in J,. Every oper- 
ator of J, is the product of two such commutators. Let s,, s, be two operators 
of order 2 whose product is of order 7 and let s;, s; be the corresponding com- 
mutators of order 2 in G. Since (s/s, )' is invariant under G and is also trans- 
formed into its inverse by s; the order of s/s) is either 7 or 14. As s, is 
transformed into s, by a power of s,s,, s; is transformed into s) by a power of 
8s, 8, and hence the order of s/s) is T. 

There is only one operator of order 7, in the division corresponding to s, s, 
in J,, which is transformed into its inverse by one of the given 63 conjugate 
commutators of G’, since all the other operators of order 7 in this division are 
the product of s;s} and an operator of order 7 which is commutative with every 
operator of G. From this it follows that G contains a complete set of 216 
commutators of order 7 which are characterized by the fact that each of them is 
the product of two of the given 63 commutators of order 2 in G. In exactly 
the same manner it may be observed that G contains 168 operators of order 9, 
characterized by the fact that each of them is the product of two of these com- 
mutators of order 2. This argument proves that the product of any two non- 
commutative operators in this set of 63 is a commutator of G. If two of these 
commutators are commutative they correspond to operators of a subgroup of 
order 56 in J, and hence their product is again a commutator. Accordingly we 
have proved that the product of any two of the given 63 commutators of order 
2 is a commutator of G and that these products lead to 504 distinct commutators. 
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To prove that these 504 commutators constitute the commutator subgroup of 
G, we may arrange them in two rectangular forms, writing a group of order 8 
as the first row and the group of order 56 which involves this group of order 8 
and a commutator of order 7 as the first seven rows, while each of the other 
rows begins with an operator of order 2. From the theorem stated at the end 
of the preceding paragraph it follows that each of these rectangles contains the 
given 504 commutators. It also follows from these arrangements that the 
product of an operator of the first row and any one of these commutators is 
contained in each of these rectangles. As each of the 63 commutators of order 
2 can be transformed successively into the first row by operators which trans- 
form the totality of these 504 operators into itself, it has been proved that the 
product of any one of these 63 commutators of order 2 into one of these 504 
commutators is contained in each of these rectangles. From this it follows 
directly that the product of any two operators in one of these rectangles is 
included in the rectangle and hence these 504 operators constitute the commu- 
tator subgroup of G', and G is the direct product of this subgroup and some 
abelian group. 
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THE HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS OF N VARIABLES* 


BY 


J. I. HUTCHINSON 


The generalization of the hypergeometric series in one variable and three 
parameters to that in two variables and four parameters was first made by 
APPELL in 1880.+ He showed that this series satisfies a system of partial dif- 
ferential equations of the second order, and that any four solutions of these 
equations are connected by a linear relation. Immediately after, Picarp ¢ 
showed that on the assumption of three linearly independent integrals which 
behave in a prescribed way in the vicinity of certain singularities, the differential 
equations of APPELL were completely deducible. APPELL also expressed the 
hypergeometric series in terms of a double definite integral in which the two 
variables occur as parameters, while PicarD expressed it in a more useful form 
as a simple definite integral. These results were generalized by LAURICELLA.§ 

The next question to be considered was the behavior of the three linearly inde- 
pendent solutions of the hypergeometric differential equations when the two 
independent variables described closed paths about the singular points. It was 
found by Picarp || that they undergo linear transformations, any of which can 
be expressed by a combination of five particular ones. Picarp also showed 
that a certain Hermitian form is invariant for the substitutions of the group, 
but he went no further than to establish this fact for the cases in which the four 
parameters in the hypergeometric functions are rational numbers. 

In the following paper I consider the hypergeometric functions of n variables 
and +2 parameters. I deduce the generating substitutions of 
the group of linear homogeneous transformations on the n + 1 linearly indepen- 
dent hypergeometric integrals produced by a variation of the x, along closed 


* Presented to the Society April 25, 1908. 

+ His results were published in a completed form in a memoir entitled Sur les fonctions hyper- 
géometriques de deux variables, Journal de Mathematiques, ser. 3, vol. 8 (1882), pp. 173-216. 

t Sur une extension aux fonctions de deux variables, etc., Journal de 1’Ecole Normale, 
ser. 2, vol. 10 (1881), pp. 305-322. 

§ Sulle funzioni ipergeometriche a piu variabili, Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, vol. 7 (1893), pp. 111-158. 

|| Sur les groupes de certaines équations différentielles linéaires, Bulletin des Sciences Mathé- 
matiques, vol. 9 (first part, 1885), pp. 202-209 ; Sur les fonctions hyperfuchsiennes, etc., J our- 
nal de 1’Ecole Normale, ser. 2, vol. 14 (1885), pp. 357-384. 
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paths surrounding the critical points. I then show that a certain Hermitian 
form is invariant for this group. 


§1. The group of linear transformations. 
Denote by U the function 


and regard the n + 1 hypergeometric integrals 


| 
=f Udu, o=[ Udu (i=1, 2, +++, n) 
ug 


as functions of the variables z,. In order that these integrals may 
have a meaning it is necessary that the real parts of a, 8, X,, and 
7 (n+1)—(2+8+2A,4+A,+---+A,) be positive. For convenience we 
' will assume uw, = 0, u, = 1 as long as there is no restriction of generality. The 
i following abbreviations will also be used : 


Suppose that x, describes a closed path positively about the zero point. By 
expanding @, in ascending powers of ~, it is easily seen to be reproduced multi- 
plied by a/, when x, undergoes this change. The path of 
integration for , is altered into the one indicated by the 
dotted lines in Fig. 1. The integral taken along the por- 
tion of the path from 1 to 0 is equal to #,—,. In going 
around the point 0 the factor w*' in the integrand is 
reproduced multiplied by a. This factor occurs in every 
element of the integral (regarded as the limit of a sum) 
along the path 0x, and we obtain aw, for the result of integration along 
the second part of the path. Hence, denoting the transformed integral by o/, 


Fia. 1. 


we have 
=(a— 1)o, + ,. 


The remaining integrals > 1) are not affected by this monodromy of the 
branch-point z,. Hence we obtain the substitution 


wo, = al,w,, =(a—1)o,+o,, (i=2,3,--+,n). 


We next consider the effect produced by moving z, positively around 1. By 
expanding @, in powers of x, — 1 we readily find that it is reproduced multiplied 
by 5/,. The path of integration for @, is changed into a path consisting of a 
line from 0 to 1, then an infinitesimal circle about 1 in the positive direction, 
and finally a line from 1 tox,. This gives for the new integral w, + /,(b—1)o,. 


| 

| 

| 
| 

| 
| 

—— 
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The path of integration for each of the other integrals we imagine to be grad- 
ually deformed by being pushed away from the moving point x,. The new path 


is indicated by the dotted line in Fig. 2, and the result of integrating along 
this is o, + 6(/,—1),. Thus we obtain the substitution 


= bl,w,, 
= @,+ —1)o, 


A similar mode of procedure will show that if x,(i > 1) move positively about 
the point 1 and then return to its original position, the integrals undergo the 
transformation 

(h=1,2,---,i—1), 
wo, = bl,w,, o, =o, + b(/,—1)o, (k=i+1,---,n). 


We now consider the effect of moving x, along a closed path encircling all the 
finite branch points, the direction of rotation being positive. In each of the 
integrals w,(i = 2, ---, m) the integrand is reproduced multiplied by 7, while 
the path of integration is unaltered, and accordingly 
(1) wo, =1,a,. 

For the integrals w,, @, one of the limits of integration is variable. We 
therefore proceed as follows. Let a path be described from oo to x,, then 
positively around all the finite branch points returning to x,, then from , to 
oo. The integral along such a path is zero. This gives the relation, 


n—1 
(2) —o + b(@, —,)+ abo, + {n+1,h}(o,,, 


in which for brevity we introduce the notation 


=a, {hy ky =U ys {hy 


. 
/ 
// 
2. 
(i=2,---,m). 
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After x, has traversed the path described above, equation (2) is changed into 
he same relation in ; and J’. In this replace o,, -- -, w, by means of (1) and 
I’ by the expression 


—/,)o,+ b(1,—1)o,, 


this being the result of integrating along the transformed path indicated in 
Fig. 3. Then replace J by means of (2) and we obtain the relation 


b(a—1)o; + b(1 —al,)o, =b(a—1)(1,+ 


(3 n 
°) +bfi(1—a)+ L(1—1,)]o,+ (1-1) {n4+1, h—1 }o,. 


Moreover, since the integral from 0 to 1 is reproduced multiplied by /,, we have 


(4) @,— wo, =1,(w,—,). 


By combining (8) and (4) we obtain the formulas for w;, w; and thus we deduce 


the required transformation : 


n 
wo ={1, n+1} [(a—1)o, +, +>3(1-1,){1, h—1}o,, 
h=2 


By moving «,(i > 1) positively around all the branch points we obtain in like 


manner the transformations 


= ++, t—1,4+1, ---, 


(T.) {i,i—1}o, 


If x, describes a closed path circling positively around 2, (excluding all other 
branch points), we obtain the transformation 


| 
ii 
| 
' 
1\ I 
{ ( 0 a 
\ 
\ 
x3 
i Fia. 3. 
n 
0, 
(i=2, 3, ---, 
A=2,..., t—1, 
a 
if 


1909] FUNCTIONS OF NV VARIABLES 65 
(2) 
Finally when x, describes a closed path about x, we have 
= @, (h=0,1,-+-, i—1, k+1.k+2,--+,n), 
wo, (j=i+1,---,k—-1), 
wo, =(1—/,)0,+ /,0,. 


(2a) 


tk 


The above transformations evidently form a complete set of generators of the 
given group. 
§2. The invariant Hermitian form. 


Our next problem is to deduce the Hermitian form which is invariant for this 
group. Assuming the form to be 


(5) 0,8, (e=ty), 


we first apply the transformation 7,(i>1) and equate the coefficients of 
w,@, on both sides of the identity 
6,0, 9, = 0,0, 
after substituting in the left member for w;, @, the expressions given in ( 7;). 
This leads to the formulas 
(l1—a){i,n+1} (al, —1){i,n+1} 
(7,—1){i,k-—1} 
The coefficients of other corresponding terms are identical. Taking 4 = 2 in 
the last of these formulas and replacing i by & we obtain 


Since c,, = ,, we deduce from this last equation 
(—1){k, 1} _  (1-4){2, 4} 


Trans. Am. Math. Soc. 5 


j, k=0 
(2,—1){k, 1} 


66 J. I. HUTCHINSON: THE HYPERGEOMETRIC [January 


Equate this to the result of putting i= 2 in the last formula of (6) and we have 
_, 


= 
By applying >, to (5) we obtain the additional relation 
a—1 
(8) Co = Ch al, 


Also, by using >>, we find the new condition 


i—1 n 
—/;) Con + (1 bl; ) + (1 = 0. 


In this we substitute c,, from (8), c,,, ¢,, from (6), and then ¢,,, ¢,, from (7). 
After using the identities 


i-—1 
> (1—7,){h,n+1} = {2,n4+1} —{i,n+4+1}, 


A=2 


n 


(1-7,){k,n+1} ={i+1,n4+1} 


k=i+l 


we obtain the relation 


(1 —1,)(l,—L) 
"(1 — al.) (al, — Ly 


By applying >>, to the Hermitian form we find the additional relation 


Coy(1 b) + (1 = bi, ) + Cu (1 ,) = 0, 
k=2 
from which we deduce, with the aid of the preceding results, 


(1 —dl,)(al, — L) 
(1 —a)(a—L) ’ 


and hence 
(1-4)(4,-L) 
= —G)(a — L)’ = 
_ fi, 0} (0,—1) 
{i,k} 


C,.=C : 


ki 00 (1—a)(a—L) (k+i,i>1). 


The Hermitian form is now completely determined, and it can be verified that 
all the remaining conditions are satisfied in order that 7 may be invariant for 
the generating substitutions of the group. I have carried out this verification, 
but the details are too long to reproduce here. 


1 
{ | 
ati 
| 
{ 
n 
| 
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For certain cases in three homogeneous variables Le VavasseuR has caleu- 
lated the numerical value of the determinant |c,,| of HZ and also of its minors. 
It is easy to evaluate this determinant for the general case. Every element 
contains the factor C'=c,,/(1—a)(a—L). We remove, then, the factor 
C"*' and divide the elements of the first column by 1 — @, those of the third 
by 1 —Z,, those of the fourth by 1 —/,, ---, those of the (n + 1)th by 1—7,, 
and treat the resulting determinant as follows. Multiply the mth column by 
_ 4 and add it to the last. Then multiply the (mn —1)th column by — * 
and add to the nth, and so on; finally, multiply the first column by @/, and add 
to the third, and multiply the first column by (1 — @/,) and add to the second. 
In the determinant thus formed, add the last row to the preceding, then the nth 
row to the (n —1)th, and so on; finally, add the third row to the second. 
Except for the first row and column, the elements outside the main diagonal of 
the resulting determinant are all zero and the evaluation is immediately effected. 
The result is — Z(1—6)(1—7,)(1—Z)'. Combining this with the factors 


previously removed, we have 
Coo 


The determinant |c,,| vanishes of rank 1 when L=1. For it is easy to 
verify that every minor of order 2 vanishes identically when it contains no ele- 
ment from the main diagonal, while if it does contain such an element, the 
minor has Z — 1 as a factor. From this it follows that in general H may be 
written A,y,y, +(L—1)H,, where H, is an Hermitian form in n variables 
Yo: 

In the case of three variables w,, ,, @, we are able by means of this theorem 
to reduce H at once to a simple canonical form. Giving to c,, the value 


(1—a@)(a— L)(1—al,)( a, — L) and introducing for brevity 
— — (1 —a)(1— 
we obtain 


H= + (L—1)[(1 — — 87,)(1 —7,)o,, + (1 — — — 


§ 3. Conditions for uniform inversion. 


We now introduce as non-homogeneous variables £. the ratios of the hyper- 
geometric integrals, &. = w,/@,, and proceed to consider their developments in 
the vicinity of singular values of the variables x,. For the sake of brevity the 
notation is made symmetrical by replacing the points w=0, 1 by z,, x 


respectively and by using the integrals 


= Cau 


= 
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jn place of the , of which they are linear functions. Take now the singular 
point 7, x, =a, (the a, being arbitrarily 
chosen but different from any of the branch points, i+ /,%). Then all of the 
hypergeometric integrals are regular in the vicinity of such a point with the 
exception of 


= Udu. 
xp, 


By substituting x, = x,, vu — x, =v, expanding U in ascending powers of v, 
and integrating between the limits 0 and x we find that 7, — 7, has the form 


where /? is regular in the vicinity of the given point. 

We next examine the singularity x,= oo. By substituting x,= 1/2, 
u =1/v it is readily seen that all of the integrals are expressible in the form 
a'-“(Q, in which @ is regular, with the exception of the integral 


Udu 


i 


which has the form x“ P, in which P is regular and yu is 
n+1 
1+ 
j=0 


The quotients of these integrals are accordingly all regular with the exception 
of one which has the form 
(10) S, 

S being a regular function. 

Replacing x,, x,,, by 9, 1, we now consider the variables x, as functions of 
the &£,(i=1,2,---,). It is at once evident from what precedes that they 
are automorphic functions, being absolutely invariant for the group of linear 
transformations already determined. They are not in general uniform functions. 
It is interesting to determine under what conditions they are uniform. Since 
the expressions (9) and (10) are linear fractional functions of the &,, it is evi- 
dently necessary that the exponents of the x, namely, 


A, +A,-—1, m+ 2—(A +A +ALL HALL 
be each the reciprocal of an integer. There are 
+8) 
such conditions, except in the case n = 1 when the number is 3. The number 


of different solutions of the problem of determining the exponents A, so as to 
satisfy these conditions is infinite form =1 and finite for n=2.* As the 


~ *Lg VAVASSEUR, Comptes Rendus, vol. 115 (1892), p. 1006. 


| 
| 
i 
] 
| 
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number of conditions increases rapidly with increasing n, it may be presumed 
that the number of solutions is finite in each case excepting n = 1. 


$4. Case of equal exponents. 


When any two or more exponents in the hypergeometric integral are equal, 
the group may be extended. For this purpose let the branch points 0, 1 be 
replaced by x, #,,, a8 in the preceding section. Take the case A,=A, and 
consider first a variation of the points #, and x, by which they become permuted, 
the paths described by these two points forming a closed region not containing 
any of the other branch points. It will be assumed in this and the following 
cases that the paths are described positively with reference to the region they 
enclose. The following method, which might also have been used in § 2, is con- 


venient for the case in hand. ‘Take an arbitrary point wv, of the w-plane and 


denote by /,, J, the result of integrating f Udu along a convenient path from 


u, to x,, x, respectively. We will denote these paths by p,,p,. When x, and 


Fia. 4. 


x, are interchanged these paths will be changed continuously into new paths 


Pp, (Fig. 4). Then we have 


1 
and hence 


o,= 1, —1,=/,%, @ = @, (j=2,+--,n). 


In general, if \, = X,, we deduce in like manner the following results in which 
the symbol (i/:) is used to indicate the substitution which results from the per- 


mutation of the branch points 


(07) 
@ 


@ i+ n) ; 


=o, wo =(1—/,)o,+/,0,, 
(1i) = (1 —/,)(@, — @;) + (A=2,3,---,i—1), 


P, 
/ 
= 
PEP, 
\ 
i 


70 J. I. HUTCHINSON: HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 


, 


o, = (1—/;)0, + 
(ik) 
(l<i<k<n+l). 
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SURFACES DERIVED FROM THE CUBIC VARIETY HAVING NINE 
DOUBLE POINTS IN FOUR DIMENSIONAL SPACE* 


bY 


VIRGIL SNYDER 


Cubic varieties of oo* points in space of four dimensions have been exten- 
sively studied by CasTELNUOVO} and by SecRE, { showing the close connection 
between the section of the enveloping cone by ordinary space (apparent contour) 
and the well known congruences of the second and third orders, with their focal 
surfaces. The treatment is exclusively synthetic and the methods there employed 
do not lend themselves readily to the discussion of particular cases. In the fol- 
lowing paper I wish to call attention to two particular projections of the variety 
having nine double points. This variety is given a three page discussion in 
SeGRe’s first paper, containing most of the results of Articles 1, 2, 3, 4, 6 of 
the present paper. The result of Art. 5 is stated by CasTELNUOVO in a foot- 
note without proof, but no use is there made of it. The results in the remain- 
ing articles are new. I have made extensive use of all the papers cited, but as 
I shall proceed analytically, the development will be along different lines, and 
no knowledge of their contents will be assumed. 

1. Let T= + define a cubic variety in space of four 
dimensions S,, where =x, = 0. § 

Every plane defined by x, = 0 (i=1, 2,3) and 7, =0(k=4, 5, 6) will 
lie entirely on I. These nine planes may be designated by a. Any two of 
these having neither subscript in common will intersect in just one point which 
is a double point on I’. Since two values of i and of & have been used to define 
each point, it may be denoted by A;, with the remaining pair as subscripts. 
It follows immediately that IT contains nine double points; through every 
double point pass four planes and in every plane lie four double points. 


* Presented to the Society September 11, 1908. 

t Sopra una congruenza del 3° ordine e 6* classe dello spazio a quattro dimensioni e sulle sue proie. 
zioni nello spazio ordinario, Atti del Istituto Veneto, series 6, vol. 5 (1887), pp. 1249- 
1281, and vol. 6 (1888), pp. 525-579. 

t Sulle varieta cubiche dello spazio a quattro dimensioni e su certi sistemi di rette e certe superficie 
dello spazio ordinario, Memorie di Torino, series 2, vol. 39 (1889), pp. 1-48, and Sulla 
varieta cubica con dieci punti doppi dello spazio a quattro dimensioni, Atti di Torino, vol. 22 
(1887), pp. 791-801. 

§ From the results of Art. 21 of SEGRE’s first paper it is easy to prove that the equation of any 
cubic variety with nine double points can be expressed in this form. 

71 
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Any two planes a,,, a,,, having an index in common lie in the same S, defined 
by x, = 9. Since the section of I’ made by x; = 0 consists of three planes, the 
notation shows that this S, contains six of the nine double points, namely, all 
those not containing the subscript i. Through «, pass two fundamental spaces 
v,=0 and x, =0. The first contains six double points and the second 
contains the four in 2,, and two others, not contained in the first. The double 
point not in either is A,,, hence the S, determined by a, and A,, contains no 
further double point. 

2. If a, 8, y denote three independent parameters, it is seen that [ may be 
generated by any one of the following trilinear systems: 


ax, + Bro, = 0, [ ax, + Brxw, = 0, 
Ili Bv,+yx,=9, 
| +ax,= 0. 


ik? 


ax, + Bro, =0, ax, + Prx, 

IV Bx, yu, = 0 V 4 Bx, = 0 
Yr, + an, = 0. + an, = 0. 


Thus, I contains six different systems of oo” straight lines. Any point of [ 
will determine a line of each system uniquely, hence through every point of T 
pass six straight lines lying entirely on ['. The section of [' made by any S, 
will be a cubic surface /’,, and will therefore contain, in general, 27 lines. Of 
these, nine will be the intersections of S, and the planes a, and the remaining 
ones will be distributed equally among the six systems I, .--, VI. Thus each 
of these systems of lines is such that one line passes through every point of T 
and three lie in every S, cutting T. 

The lines of I may be defined as the lines of [ which cut a 
triads are cut by each of the other systems. 

3. The arrangement of the lines of [ may be studied more closely by passing 


a pencil of spaces S, through one of the planes a,,. For the sake of clearness, 
we shall choose «,, and follow the details for this case. The /, contained in an 
S, through 2,, contains «,, as a factor, hence the remaining factor will define a 
quadric F,. The section of F’, in a,, is a conic through the four double points 
A,,, A,,, A,,, A,, through each of which passes a generator of each system. 
The points A,,, A,, lie in a,,; A,,, A,, in A,,, A,,in a,,; A,,, A,, in 
hence if the variable S, contains a point in any one of these planes, the quadric 
will break up into two planes, such as @,,, %,, or @,,,,,- One other plane 2,, 
passes through each point: a,, through A,,, a,, through A,,, a,, through A,,, 
a,, through A,,. The pencil of quadrics will cut each of these planes in a 
pencil of lines, the vertices of the pencils of lines being at the double points. 
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The planes a,,, intersect in A,, only, hence the lines (2,,, A,,), A.;) 
belong to the same system of F’,; the lines (a,,, A,,), (a,,, A,,) belong to the 
other system. Hence the generators of /, belong to I and IV. A,, is the 
vertex of a cone, hence all its generators belong to I and IV. Thus, through 
each of the nine double points pass four plane pencils, one belonging to each 
of four systems I, .--, VI, and one quadrie cone, belonging to each of the other 
two. Three quadric cones belong to each system. 

4. The points A,,, A,,, A,, lie in the 2, =0,27,=0; 

A,,, A,,, A,, 
and these three planes meet in the line 7, =0,7,=0,27,=90. Similarly, the 
three planes A,,A,,A,,, A,,A,,A,,, A, A,, have the line x, =0,27,=0,2,=0 
in common. 

The planes a,,, 2,,, a, meet in (0, 1, —1, 0, 0, 0); a, %,, a, in 
(1,0, —1,0,0, %,in (1, —1,0,0,0, 0). These points all 
lie on the second of the preceding lines. the points 5,5 %5 %5%5 9 
lie on the first line 7, = 0, 7,=0,2,=0. 

The points A,,, A,,, A,, lie in the 2, 2, =0,%,+2,=90; 

+ 2, = 0,2, +2,=0; 

33 = 0, 0; 

Higgs 0; 
A,,., A 


36° 24 


A,,, A,,, A,, 0, 0. 
All six of these planes pass through the point ? =(1,1,1,—1, —1, —1). 
5. The planes a 


149 %s59 %, do not liein an S,. They meet by twos in the 
points A,,, A,,, A,,. These three ange determine the plane x, + #,=9; 
The pencil of spaces /(#,+a,)+ r,+2,)=0 having this 
for basis contains a,,(m = 0), a,, = 0) a,,(1= = m). The lines of I 
are therefore transversals of this system. Now ' the basis plane be connected 
with any point A in S,, the resulting S, will also belong to this pencil. By 


varying we now obtain oo°* lines which cut the three planes a,,, 4,,, %,, and 


14° 
the fourth S, projectively. Now if the entire system be projected from A and 


cut by an S, not passing through A, the planes @,,, 4,,, ,, project into planes 


14° 
not belonging to a pencil, and the fourth S, projects into the same plane as that 
into which A,,A,,A,, projects. These planes form a tetrahedron, hence the 0% 
lines of the family of system I for various values of d all beleng to a fixed 
tetrahedral complex. But by the same projection, the other systems will become 
tetrahedral complexes. These six tetrahedral complexes are independent of 2. 

6. If from any point A in S, all the tangent lines be drawn to I’ and the 
projecting hypercone be cut by any S, not passing through its vertex, the result- 
ing section, the apparent contour of I, will be a surface in S,. The plane 
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through X and a line of T will cut T in a cubic curve consisting of the line and 
aconic. The conic cuts the line in two points, both of which are points of con- 
tact of the plane with I. Hence the lines of I’ project into bitangents of the 
apparent contour. Any line through K will cut [' in three points, through 
each of which passes one line of each of the systems I,.--, VI. Any S, through 
& will cut Tin an F, having three lines of each system, and this S, will cut 
the space of projection in three lines in a plane. Thus, the apparent contour is 
the focal surface of six different congruences, each of order and class three. 
These congruences will be represented by the usual symbol (3,3). The equa- 
tion of the focal surface ¢ can be obtained by finding the locus of the point 
(€)=(&,,---, on such that the lines joining = (a, b,c, d,e, f) to 
(x) and passing through (£) may intersect T' in two coincident points. Let 
= yua+ve,,ete. The binary cubic in v is of the form 
(a) + (a,x) + (2, a) (x) =9. 

The discriminant is of the form 4/7* + G? = 0, in which H is the Hessian, and 
G the cubic covariant, of the binary form. The focal surface is therefore of 
order 6 and contains a cuspidal curve of order 6, the complete intersection of 
the quadric 7 and the cubic G. The nine double points A,, will project into 
double points of ¢. Each plane a,, will become a double plane of ¢, the conic 
of contact being the conic of intersection of the quadric of I in the space deter- 
mined by A and z,. From Salmon’s relations, ¢ must be of class 6. Hence: 
The upparent contour of T is of order and class 6, has a cuspidal curve 
of order 6, nine double points and nine double planes. Four double points 
lie in each double plane, and four double planes pass through each double 
point. It is the focal surface of six congruences of order and class 3, each 
containing six quadric cones and six pencils of lines. 

Through each point of space pass three quadrics of the systems defined by the 
double planes, two of which must coincide for points on ¢; hence ¢ is the 
envelope of nine different systems of quadrics, each of index three. Those 
belonging to a,, pass through the double points in this plane and touch all the 
double planes passing through A,,. 

7. One variety of the pencil will pass through A’, the center of projection. 
¢ is now of order 4, and has six more double points lying in the tangent plane, 
the projection of the tangent S,to Tat A. Every line through A will cut Tin 
but two other points, hence the congruences in S, having ¢ for focal surface are 
of order 2 and class 3. One variety of the pencil will pass through P when 
’ = 1, and has a double point at that point. I now acquires five new double 
planes. The projection of the 10-nodal T from A will define the (3, 2) con- 
gruence, dual of the preceding case. Both of these congruences are well known.* 


* An excellent treatment of the 10-nodal T from the same point of view as that of SEGRE’s 
paper is found in BERTINI: Jntroduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, 1907, pp. 176- 
187. Numerous references to the literature of related subjects are given. 
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8. In particular, let =(a,b,c, 0,0, 0), wherein a+b+c=0, and let 


the S, of projection be the second polar of I as to A’, 
The equation of the focal surface now becomes 
0 = 40° + bex,x, + — 27b’c?[a(cx, + bx, )x, 2, 
+ a(cx, + + + 7, +2,+2,)}]?- 


Thus the cuspida] sextic breaks up into two non-singular plane cubics intersecting 
in three points on the line x, = 0, 7, = 0, which are points of inflexion on both. 
Moreover, the double planes coincide in sets of threes: the plane with which 
coincide contains A,,A,,A,,A,,A,,A,,; the plane = 
contains A,,A,,A,,A,, As, 
The conics of contact in the double planes are now replaced by three lines of 
contact. 


The lines joining the nodal points by threes are: 


» 
—- + 77 0, containing A,,, A,,, A,,; 


They meet in the point 


0,0). 
c aa b 


From the equation of ¢ we see that the section made by a plane containing 
any two of these lines is 


4a’ (cx? + ber, x, + x2)’ — 270° Be’ (cx, + bxr,)? = 0, 


which is the same as 
(cx, — bax,)?(2cx, + br,)? (cx, + 2bx,)? = 0. 


It follows that each singular plane touches ¢ along three concurrent lines. The 
vertex of each triad is a point of inflexion on each of the cuspidal cubies lying 


on ¢. 


The distribution of points and lines is as follows : 


1 1 
2,=0, At 5) +%( Ay; 
0, 2, =0, As y A... 
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In the plane x, = 0, 


2 
0 joins A,,, A,,; 


In the plane x, = 0, 


1 


c 


0, 


x 
a 


1 
In the plane 2, 


Q joins A,,, A 


The three triangles A,, A,,A,,, A,,A,,A,,, A,,A,, ave therefore mutually 


in perspective, in such a way that lines joining corresponding points of any two 
pass through a point and the respective vertices of the remaining triangle, and 
the corresponding sides meet in three collinear points through which pass the 
respective sides of the remaining triangle. 

If a, } or ¢ vanishes, the corresponding points will lie on I for all values of 
X. Thus all the varieties of the pencil will project from any one of these points 
into a plane counted six times. Similarly for points of intersection of x, = 0, 
=0,7,=0 with 


Any plane section of ¢ will be a sextic curve containing two collinear triads 
of cusps, hence every such section is a conical curve of genus 4.* 
* These curves are characterized by a quadratic identity among three of the adjoint cubics. 


See the dissertation on the birational transformations of curves of genus 4 of Miss VAN BEN- 
SCHOTEN, Cornell, 1908. 


b c 35? 36 
x. 
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9. It has been seen that the six systems I-VI belong to six fixed tetrahedral 
complexes. If now A’ be chosen in one of the basis planes, as A,,A,,A,,, 
this plane will project into a straight line, and all the lines cutting it will con- 
stitute a special linear complex, and the remaining lines of I will all belong to 
the remaining factor of the composite tetrahedral complex, which is in general 
a non-singular linear complex. Any two of the basis planes of the systems I-VI 
will meet in a point, but it has been seen that this point is 


common to all six, hence if any two of the systems of bitangents to ¢ belong to 
linear complexes, then all six systems will belong to linear complexes. 

Suppose now that the configuration be projected from P and cut by x, = 0. 
The systems I to VI belong to the following complexes, which are independent 
of 2X: 

I. Pis + Pia + Pos + Ps = 93 


Pra + + Poo + = 93 
Pir t+ Pig + Pa + Po = 93 
Pra + + Poe + Po = 93 
Pis + Pax + Po + Py = 93 
VI. Pa 


Every complex of the net formed by the first three of these six is in involu- 
tion with every one of the net formed by the second three. 

The system of quadrics cut from I" by the pencil of spaces defined by 
x, + kx, = 0 projects into the system 


a,) +h? [(w,—2,)(,+2,) + (x, +X, 22,)] 
+0, +x,)—Azx,(x, +2,)] 


Through any point in space pass three quadrics of the system. The three 
generators of the first kind lie in a plane, the polar plane of the point in I, 
while the other three generators lie in the polar plane of IV. The envelope of 
this system of quadrics will be the focal surface and the basis plane counted 
twice. The equation of ¢ becomes 


2T7(1 18(1 —r)o,0,(0, — rx, 0, — + 4(1 
—(1 —rA)ai(o,— Ax, 0, — + 4(o,— Aw,o,— Axi 


where o, is an elementary symmetric function of x,, x,, x, of weight i. The 
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coordinates of the nine double points are 
A,,=(1,0,0,—1); A,,=(0,1,0,—1); A, =(0,0,1, —1); 
A,,=(0,1,1,—1): A, =(1,90,1,—1); A, =(1,1,9, —1); 
A,,=(1,90,90,0); A,=(0,1,0,0); A,=(0,0,1,0); 
and the equations of the nine double planes are 
0; a,,=2,+2,=0; a,,=2,+27,=0; 


22, =0; = 0; = x, = 0; 


a, 4, 4, 


Thus, in addition to the four double points of the general case, each double 
plane a, contains the double point A,,. The quadric cone having A,, for 
vertex and belonging to two of the systems of bitangents now becomes the plane 
pencil A,,a,,. Since this pencil belongs to two of the linear complexes, one of 
the directrices of the congruence defined by them lies in the plane a,, and the 
other passes through the point A,,. 

The section made by any double plane consists of a conic counted twice and 
another conic. The former passes through four double points, and the latter 
through none. When A= — 1, each double conic breaks up into two lines 
intersecting in the point A,,. Thus there are 18 lines which contain three 
double points. The point A,, and the directrix of the linear congruence lying 
in a, are pole and polar with regard to the pencil of double conics. 

The apparent contour of T from P is a surface of order and class 6, has a 
cuspidal curve of order 6, nine double planes, and nine double points ; through 
each double point pass five double planes, and in each double plane lie five 
double points. It has six systems of double tangents, each belonging to a 
linear complex. Through each point of space pass three bitangents belonging 
to each system. Each double point is the vertex of five pencils, one belonging 
to each of the four complexes, and the other to the remaining two. The sur- 
face is self dual in the six complexes. 


CORNELL UNIVERSITY, 
July, 1908. 


ON A CERTAIN CLASS OF ISOTHERMIC SURFACES 
BY 
ARCHER E. YOUNG* 


§ 1. Introduction. 


If a surface, referred to its asymptotic lines, has its linear element in the form 


(I) ds* = du? + 2 cos Odu, dv, + dv’), 


it has the characteristic property that its asymptotic lines form a net-work of 
infinitesimal rhombuses.t Another class of surfaces referred to lines of curva- 
ture may have their linear elements put into the form 


ds* = (du? + dv’). 


These surfaces, named isothermic by DarBoux,t have upon them a net-work 
of infinitesimal squares formed by the lines of curvature. 

These two classes are not exclusive and we have undertaken in this paper to 
discuss analytically those surfaces which belong to both, with a view of pointing 
out a general method for their determination and of showing with what compar- 
ative ease certain new isothermic surfaces may be obtained. 

It appears in §2 that the lines on the Gauss sphere which are the spherical 
images of the lines of curvature on the surfaces are isothermal, and hence it 
may be said that we are seeking those isothermic surfaces which have an iso- 
thermal spherical representation of their lines of curvature. It appears at the 
close of § 2 that the general problem may be reduced to the simultaneous solu- 
tion of two differential equations, the general solution of one being known, and 
the other being the Gauss equation for the sphere referred to isothermal lines. 

The problem is so general that it is necessary at this point to particularize. 
We have therefore confined ourselves to a particular solution of the general 
equations. 

The discussion of the particular solution begins in $3. We give there the 
first and third differential forms of the resulting surfaces. The surfaces them- 


* Presented to the Society (Chicago), March 30, 1907. 
+ Pseudospherical surfaces are included in this class. 
t Théorie der surfaces, vol. 2, p. 246. 
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selves are considered in §$4-7. In §8 are considered the other isothermic 
surfaces which have the same spherical representation of their lines of curvature 
respectively as those of the four preceding articles. In § 9 it is shown that the 
general form, under which the linear elements of the surfaces of §§ 4-7 come, is 
characteristic of them. 


§2. Analytical discussion of the general problem. 


Suppose S is a surface which has its linear element in the form (I) when re- 
ferred to asymptotic lines. The equation * of the lines of curvature reduces to 


du; — dv? = 0. 


If we take the lines of curvature for lines of reference by writing du, + dv, = du, 
du, — dv, = dv, (1) becomes 


r 
(Iy ds? = 5 [(1 + cos du’ + (1 — cos @)dv*], 


where and @ are now functions of the new parameters wu and v. 

The necessary and sufficient condition that the parameter-lines in (1)’, that 
is, the lines of curvature, be isothermal, is that tan 6/2 =f(u)/e(v). 

Now since tan 0/2 = VY —r,/r,, where 7, and r, are the principal radii of 
curvature, we conclude: The necessary and sufficient condition that a surface S 
whose linear element takes the form (1) when referred to asymptotic lines shall 
be isothermic is that the ratio of the principal radii of curvature be equal to a 
function of one of the parameters divided by a function of the other, the lines 
of reference being lines of curvature on the surface. 

The relations existing between the principal radii of curvature and the fune- 
tions appearing in the first three quadratic forms for a surface show that the 
surfaces which we seek have as their first and third fundamental forms, when 


referred to lines of curvature, 


dv dv (dw dv’ 
(I) ds +5): (IIT) do | 


where U7, U, and V, V, are functions of w and v respectively. 
Our problem then may be reduced to that of finding all surfaces which have 
(I) and (I11) for their first and third forms when referred to lines of curvature. 
Since, as we have shown, r,/r, = U,/V,, where U, and V, are respectively 
functions of and v, we may write r,= 7, = V,, and then the Copazzi 
equations + become 
“a BIANCHI, Differentialgeometrie, Lukat’s edition, p. 99. 
Tt BIANCHI, loc. cit., p. 135. 
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, O log 

U, ov -=(V,—U,) 
(1) 

og 


Clog VX 
Ou 


=(U,— ¥;) Cu 
where A is the function appearing in (III). 

If V, = U, = const., the corresponding surfaces are spheres. 

If V, = — U, = const., then r, = — r,, and the surfaces are minimal. All 
minimal surfaces are solutions of the problem.* 

If V, reduces to a constant, the surfaces are found, by a discussion similar to 
that of § 4, to be surfaces of revolution. All surfaces of revolution are, as is 
well known, solutions of the problem. 

If we exclude these exceptional cases, the equations (1) may be reduced by a 
simple change of parameters + to 


Eliminating 4, we have 


f(v—udloeVA 
Ou u Ov 


and this, if we replace u’ by 1/u and v* by 1/v, becomes 


clog VA 
v v Cu 


ov 


Clog VX 


= 0, 


an equation whose general solution is known.t 

The problem then, in its general form, is reduced to the determination of those 
forms of the general solution of (8)' which will satisfy the Gauss equation 
for the sphere, 


"log VX 


4) 
Ou? 
where U and V are arbitrary functions of wu and v respectively. 

As we can carry the problem in its general form no further, we will take a 
particular solution of (3), and in treating it, explain the general method to be 
followed, from this point on, in the determination of these surfaces. 
ee DARBOUX, loc. cit., vol. 1, p. 313. 

t In the new parameters r, = vu, r, =v, and (I) and (III) have the same general form. 


t DARBOUX, loc. cit., vol. 2, p. 69. 
Trans. Am. Math. Soc. 6 
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§3. A particular solution of the fundamental equations. 


Combining the two simple solutions of (3), 


k 
and log Vi= log 


uv 
v—u\*/v+u\! 
log Vi = log| ) ) |. 


Substituting in (2) and integrating, we find 


(vu )**! 
P= 2? 
(vw +u) 
and hence 
v(vu) 


uy’ (y+ uy 


(I) ds (v+u U + V (III) Uv ) Uv ut 


[January 


dv’ 


where the possible values of the constants / and / and the forms of the functions 


U and V are to be determined by equation (4). 


Substituting in (4) the value of A given in (III), we find* as the possible 


values for k and 7 


The corresponding forms for the linear elements on the sphere and surfaces 


are respectively 


v—U dw dv v+tu di" 
(1°) da? = ( dat = ( + 


(1°) ds =(v—u)( ty }. = ( yt 


9°) Jota = dv*’ uv \? (du? dv? 


1 wdu? v'dv* (edu P 
(2°) ds? = 7): ds* = (v+ 


*The work is similar to that of @ 4. 


dv* 


V 
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log VX = log ( 
we have 
lax 0 k=0 @ k=0 
or (2° or 
l=} l=—1) (l=—1 l=} 
3° or Ps 4° or 
| 
dv 
| 
w 
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dv’ 


u? 
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(du? dv’ 

+4) 
(3°) u + 


(E+¥) 


ds* -( 


(4°) 

do* = {| —— 

Uv v—u 


du? 


ds? =(v—u)(v+ ot 


1 wdu® vw dv 


where U and V are written in the place of functions which differ in the several 
cases but are easily determined. 

As is seen by a simple change of parameters, the lines of reference on the 
sphere are the same for both forms of (1°) and the first of (3°); for both 
forms of (2°) and the last of (3°); and finally, for both forms of (4°). We 
have therefore only three distinct isothermal systems on the sphere. 

The first expression in (1°) is characteristic of the quadrics,* and the second 
of their associates, + while the first of (2°) is characteristic of the BONNET sur- 
faces* and the second of their associates.t The surfaces corresponding to the 
other linear elements are new and require more careful consideration. 


§4. Surfaces corresponding to (4°)’. 


Replacing U and V by the values found we have 


du? 


ds*=(v—u)(v+u) (a 


1 du" 
(v—u)(v+uy ( 


(4°) 


5 
aU —t + a, 


) 
—v+a, 


2 
9 . 
av —v-+ x) 


In order to determine whether these forms are characteristic of the corre- 


sponding surfaces, we shall consider the form 


du 


ds? =(v—u)(v+u) "(F 


* Bonnet, Journal de L’Ecole Polytechnique, 


dv? 
+ V ) 


vol. 42 (1867), 


pp. 121-151. 


+ A. E. Youna, On certain isothermic surfaces, Transactions of the American Mathe- 


matical Society, vol. 8 (1907), p. 419. 
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and determine for what values of the functions U and V, this expression may 
be the linear element of a surface referred to its lines of curvature. Writing 
the Gauss and Copazzi equations in the form * 


OM aN oP og 
(5) Ov” Ou = PQ, Ov ~ MQ =6, Cu —-NP=0, 


we derive * from them the following 


Ou’ Ov 


Ov Cu Ou 


(6) 


Applying these to the above linear element, since 


— u | U7 v— 


we have on integrating (6), 


O'S — 5u) (8v—u)*(U+V) 


= 


— u?)? — u*)? 


where U, and V, are new functions introduced by the integration. Squaring 
both sides of the first equation in (5), substituting the values found for P’, Q’, 
M and N, and removing the common factor (w + v)*, we have 
3(9v? — + 9u?)(U + [3(v—u)(v — — V’) 
(7 
+ [(8v — bu) 0" 
—w’)] = 9. 
Replacing wu and v by a, where a is supposed to be some value for which all 
the functions are analytic,+ we have from (7) 
U(a)+V(a)=0. 
Writing U(a) = —V(a)=f(a), replacing uw and v in (7) by a+ A and 
a — h respectively, and expanding the functions in powers of 1, we have 


* Bonnet, loc. cit., p. 133. 
t The question as to whether this assumption limits our results we shall not attempt to settle 


in this paper. 


| 
| 
| 
J 
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2 
48/2 (a? + + + 9612( 4h? — a?) 


+ 16h? [(a+4h)(f + f"h +--+) + 2ah(U, + Vih+---)] 
pe 


The coefficients of all powers of / up to the third inclusive vanish, and the 
coefficient of h* arranged in factors and equated to zero gives 


(af” + 8f" + )( af” + + 2aV,) = 0. 


Making use of the equations obtained by equating the coefficients of h° and 
h° to zero, we show without difficulty that the most general forms for U and V 
are 

+ a,u + 


V=—a,2 a, — 


These values satisfy (7) only when «, vanishes, and hence the forms (4°) given 
at the beginning of this article are characteristic of the surfaces found. 
Their cartesian codrdinates are obtained in the next article. 
§ 5. Surfaces corresponding to (4°). 


If a, + 0,* replacing w and v by 1/u,1/v respectively, we may write the 
first expressions in (4°) and (4°) in the forms 


(=) 
a — 


(u—v)(w+vy du? 


* Corresponding to a, —0, there exists another surface and its associate. These we have 
found but do not consider here. 


86 
dv* 
(I) d |. 
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If X, ¥, Z are the direction cosines* of the normal to the surface, then 


(u+v) gattrt? 


(u+v) 


The values of the principal radii of curvature in these parameters are 


_ (vt+uy 


Substituting in the formulas 


ete., and integrating we have for the cartesian codrdinates of the surfaces corre- 


2u + (a 
2v + 


sponding to (1) 


[(u+v)(1— 2a) 


(wo 


— 4uv — (2a—1)"], 


+ 4uv+(2a+1)’], 
4a 
3 (uv)? 


- 


The associates ¢ of these surfaces, corresponding to the linear element 


wy / du? dv? 


, 2u+1 2v+1 
a? — a — 


have the same direction cosines as the former and hence their cartesian codrdi- 
nates could be easily obtained. The surfaces (10) have positive total curvature 
and their associates negative. 

~ * Considered as codrdinates of a point on the Gauss sphere, these may be obtained by the 


proper change of parameter-lines from their values when the sphere is referred to asymptotic lines. 
+ DARBOUX, loc. cit., p. 243. 


(9) 
i 
OX dn OX 
Cu Cu ov ov 
{ 
ja | ( 
C= - 
9 
2 
a (Qu+1 2v+1))\ 
— ——£ (u + +1) 
| 
i 
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The equations (9) show that the lines on the sphere which are the images of 
the lines of curvature on the surfaces are two systems of spherical ellipses which, 
however, are not confocal as in the case of the quadrics. 


§ 6. An infinity of surfaces having at least one set of the lines of 
curvature plane. 


The functions U and V which appear in the second expression of (3°)’, as we 
determined them in the work above took simple forms, but the same expression 
with a more general value for one or the other of these functions represents 
other isothermic surfaces (upon which, however, the asymptotic lines do not form 
a net-work of rhombuses). We will show this as follows: 

Writing the second expression of (3°)’ in the form 


we find that the functions f and V formed for this are the same respectively as 


those formed for 
=(v—uy 


and hence from (5) it appears that P, Q, U and V will have the same values 
respectively in the two cases. 
We know therefore that the most general form for the first expression 


above is 
is VutVev du? dv* 
Vu-—Vv/ \4u(aw + au + a’) + 
where V is an arbitrary function of v. 
The cartesian coordinates * for these surfaces are, if a = — 1 and a” = 0, 


2VvVa —Uu du 
a(Vv—Vu) QuV a —u 


Vv—Vu 


—af(Vv+Vu\. /y — a 
( sin V. ny Vide, 
Qa'v 


=~ v? — av — Vdv 
2(v?— av) 

* We obtain these in the usual way since we know X, Y, Z, which are the same for surfaces 
corresponding to either linear element. 


where 
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The lines v = const. on these surfaces lie in planes which envelope a cylindrical 
surface whose form is perfectly arbitrary depending upon the function V. 

If we confine ourselves to real values of wu and v and of the constants appear- 
ing in (11), the corresponding surfaces will have positive total curvature, the 
equations of their associates (which have negative total curvature) are obtained 
by replacing Yu by —Vu. Hence, in this case, we may say that the surfaces 
and their associates are defined by the same system of equations. * 

If the linear element above reduces to 


(: ( du? di ) 
Vu-—Vv 4du(au?+au+a") 4v( + Bu + 
where 

4(a+ 8)(2"+8")—(a +8)? =0, 
both sets of the lines of curvature will be plane curves, having as their images 
on the Gauss sphere the same lines as have the cyclides of Dupin and their 


associates. 


$7. Surfaces having the same spherical representation of their lines of curva- 


ture as the quadrics. 


If we substitute the values found for U and V, the first expression in (3°) 


becomes 


v— v dv 
(I) ds?’ = ; + 
v+Uu Zu + + aU + + 4,0 + @, 


This form + is characteristic of these surfaces, we know, since all surfaces which 
have their linear elements in this general form have the same spherical repre- 
sentation of their lines of curvature as the quadrics.t 

The cartesian codrdinates for the surfaces corresponding to (I) are 


og 


V (a—b)(a—c) [va(u+v)+ Vaw—1+ Var’ — 1}? 


(u+v)(1 butt bw?—1)(V bv+ V be*—-1) 
[1 b(u+v)+) bu? —1 + V — 1)? 


J’ 


* These surfaces are included in a general solution by DARBOUX, loc. cit., vol. 4, p. 217. 
t The most general form is really 


( ¢,u? + ¢, ) du? ( eg v? + ¢, ) dv? 
+ aut + + av? + og 
where the constant c, can be taken equal to zero without affecting essentially the form of the 


surfaces. 
¢ That is, spherical confocal conics. 


i 

1 

(12) y= lo 

i V(b—a)(b—c) 

1 ] 

log 

V(e—a)(e—b) 

? 

| 

k 
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where in (I) a, = —1, and a, b, ¢ are the roots in w’ of 


These surfaces do not have plane lines of curvature of course. If u and v 
have like signs,* the surfaces defined by (12) have positive total curvature ; 
otherwise their curvature is negative. One set may be considered the associates 
of the other. In each set are three surfaces, one from each set corresponding 
to each of the central quadrics. To each of the non-central quadrics (corre- 
sponding to the case where one of the constants a, b, ¢ vanishes) correspond 
pairs of surfaces whose equations are easily obtained. 

In this and the two preceding articles we have determined three new classes 
of isothermic surfaces and found the cartesian codrdinates for the same. We 
may apply the principle + of inversion to them and thus obtain from each class 
an entirely new set of isothermic surfaces. If we then apply to the surfaces last 
found the Bour-DarsBovux { theorem, we have again three sets of isothermic 
surfaces which are distinct from any of the preceding set. 

Repeating the processes in the order named we are led § to a whole system 
of isothermic surfaces from each of the sets already found. The cartesian 
coordinates of all of these surfaces are obtained by quadrature from those 


given in the preceding articles. 


§&. Other isothermic surfaces having the same spherical representation of 
their lines of curvature as those discussed in the preceding articles. 
Case 1°. All surfaces having the same spherical representation of their lines 
of curvature as those corresponding to 
(I Is? =(v—u)(v + u)? 
ds? =(v—u)(v+u)y ; 
) ) a a, 


will have for their first form 


(I) 


au a, —v + 4, 


where £, and G, are such functions that the quantities WZ and NV formed || for 
this expression are the same as those formed for (I). If the surfaces corre- 
sponding to (I) are to be isothermic, then must 


where X is a function of uw and v. 
* For r,/r, = u/v. 
t DARBOUX, loc. cit., vol. 2, p. 243. 
t See preceding reference. 
§ DARBOUX, loc. cit., vol. 2, p. 247. 
|| See equations (5) and (6), § 4. 
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Making these substitutions in (I)’ and expressing the condition that MW and 
N are the same respectively for (1) and (I)’, we have 


18 Olog VA 3u —u Olog VX v— 3u 
ov Ou = Vo 


and hence 


The only values of U, and V, which satisfy this last equation are 


1 
U, Vi + ¢,. 
Substituting these values in (13) and integrating, we obtain for \ the expression 


1 0 


and for the linear element 


du dv? 

The linear element of the associate of such a surface is obtained by inverting 
the first factor on the right of (I/. 

If c, = 0 (I) reduces to (I), and if c, = 0 the above expression becomes indeter- 
minate. Going back to equations (13) we find in this case a form which reduces 
to (I) if the parameters are replaced by their reciprocals. Hence only the gen- 
eral case leads to new surfaces. 

The spherical images of the lines of curvature of these new surfaces is the 
same as that of the others, that is, they are spherical ellipses. Hence the car- 
tesian codrdinates of the surfaces are easily obtained by quadratures. The sur- 
faces corresponding to the general form of (I) have positive and their associates 
negative total curvature. 

Case 2°. Following the same method, we find as the most general first 
fundamental form for isothermic surfaces having the same spherical representa- 
tion of their lines of curvature as the surfaces of § 6: 


1) dst=r du? dv? 
(1) 
where 


— = 
(Ve +evt+e, —Vew +¢,u+e,)! 


9 


or else has the reciprocal value. We have found then, the linear elements for 


fT 
i] 
i 
| 
| 
f 
a 
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the most general class of isothermic surfaces which have same spherical repre- 
sentation of their lines of curvature as the Bonnet surfaces * and their associates. 
One set of their lines of curvature is always plane, and when the function V has 
its particular form, both sets are plane. Their cartesian coordinates are obtained 
by quadrature. The isothermic surfaces first obtained from them by inversion 
will have one (or both) sets of their lines of curvature spherical.} 

Case 3°. The most general form for the linear element of isothermic sur- 
faces having the same spherical representation of their lines of curvature as the 
quadries, that is, spherical confocal conics, is 


d 2 
(I) ast = ) 
+ + + + + a, ) 


(ev? + + (40° + 4,07 + + 


where 
+ + ¢,0+¢,—Ve,w + cu +¢,]? 
(v—u)(2c,u + V cw 


or else has the reciprocal value. The following cases, which apply as well to 
the associates of (I), may be noted: 


(1°) o #0, +0, c, (2°) ¢ +0, 
(8°) o #90, #0, (4°) =0,¢, +0, c,=00r +0, 
(5°) 0, c, = 0, c, = 0. 


(1°) is the general case. 

(2°) gives the quadries and their associates. 

(3°) gives a class not discussed. 

(4°) gives the surface of § T. 

(5°) gives the sphere and the associate minimal surface. 


§ 9. Discussion of the general form of the linear element which includes 
all the forms of § 3 as particular cases. 


In § 2 we found for what values of the constants and for what forms of the 
functions the expression 


* The BONNET surfaces are the inverses of surfaces of revolution, cones, and cylinders. 

+ We have shown in a paper soon to be published that all isothermic surfaces having one set of 
their lines of curvature plane must have the same spherical representation of their lines of curvature as 
the BONNET Surfaces and their associates. The surfaces of Case 2° are therefore identical with this 
general class, and are the surfaces discussed by DARBOUX in his Theorie des Surfaces, Vol. IV., 
Ch. X. Treated from this standpoint, the determination of these surfaces is an elementary prob- 
lem, the solution of which makes unnecessary most of the work of the chapter referred to above. 


j 
{ 
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(dv dv’ 
(IIT) dst = ( )( 


could be the linear element of the sphere. The linear elements of the surfaces 
which we then found directly came under the one general form 


(v—u*(dw dv’ 
(I) ds ~ (v + u)* U + V ; 


Before leaving the subject we inquire if the form (1) is characteristic of the 
surfaces already discussed, or whether there are other surfaces whose linear ele- 
ments come under the same form when referred to lines of curvature. 


We find that for (1) 


iV l k l 
Substituting these values in equations (6) of § 4 and integrating, we find 


The Gauss equation in (5) with these values substituted gives, upon squaring 
both sides, 


— k l k l 
+(C 
k 
2 
2 2 
otu 


k l 
P(2P-1) 


+(U,V UV, =0. 


i 

(14) 

+4 

+U'D 

ff 
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The coefficient of (U + V)? in this equation will vanish under the following 
conditions : 
1°. k=0,l=+1, 2°.7=0, k=+1, 
3°. l=k=1, 4°.,l=k=-—1. 


The coefficient of (U+V)*, after clearing of fractions, will be divisible by 
(w+ v)’, but not by (wu —v)*, when 


5°. or +1, or +1. 


Finally, this coefficient will be divisible by (uw —v)*, but not by (w+ v)’, 


when 
6°. k=0 or 1,720 or +1. 


If no one of the six foregoing conditions is fulfilled, replacing u and v by a, 
where a is a value for which all the functions are analytic, we have, from (14), 
U(a)+V(a) =9, and replacing u by « and v by — a, and vice versa, 

U(a)+V(—a)=0, U(—a)+V(a)=9. 
Hence 
U(a) = U(—a) = —V(a) = —V(—2) 
or the functions U and V are even functions of w and v respectively. Their 
odd derivatives must therefore merely change signs with the variables. 

If we assume that U, and V, are also even functions, we may divide (14) into 
two parts, one being composed of terms which merely change their signs, the 
other of terms which are unaltered when the sign of either variable is changed. 

The former of these two parts equated to zero gives 


(v 


(U+ 


{oT (+ Bu?) —u 
V’) 


(v? — — 


2 2) ( TT 72 
Writing uv’ = v? = a, we have from (15) U(a) + V(a) = 0, and hence may write 
U(2)=—V(a)=f(2). 
Replacing u? by a + A, v* by a and allowing for the change of variables where 
the derivatives U’ and V’ appear, we have f”(k*—/‘)=0, the equation 
obtained by equating to zero the terms in (15) which are independent of /. 
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The case where the function vanishes is of no interest, and by equating to 
zero the coefficients of other powers of A we can eliminate the case k* + ? = 0, 
leaving as the only possible solution 


In the preceding work we assumed that the functions U, and V, were even. 
If this is not so, we may divide equation (14) into three parts, one composed of 
all terms containing U, and V,, another of all remaining terms which change 
their sign with either variable, and the third of all the other terms. 

Evidently the second part is equal to the difference between the two expres- 
sions obtained by replacing u by — wu in the first. Taking the equation thus 
formed, and treating it exactly as in the preceding case, we arrive at the same 
conclusion with regard to the constants. 

Excluding cases 1° to 6°, then, the form (I) reduces to 


2 2 Ju? dv’? 
(I) ds? = (; ) or (I)’ + ). 


To every surface whose linear element has the form (I) corresponds another 


whose linear element has the form (1)”, and vice versa.* 

We have discussed all surfaces corresponding to (1)” in a previous paper + 
and from that discussion and the relation (I) and (I)” conelude that all solutions 
of (I) have already been considered in § 3. 

Of the six exceptional cases which we have excluded up to this point, only 5° 
(or 6°) in the light of the preceding work of this paper needs consideration, and 
here only the case in which neither of the constants vanishes. 

Let us consider for example the case] = 1,4 +0 o0r +1. The coefficient of 
(U+V) in (14) is now divisible by (w+ v)? but not by (w— v)’, and hence 
we still have 

U(a)=—V(a)= f(a). 

Replacing u by (a + h) and v by a, and expanding in powers of h, we have, 

on equating the coefficient of A to zero, 


4k(k—1)(2k4+1)f* =0; 


hence the only possible solutions are those already considered. 

The form (1), given at the beginning of this article, is therefore characteristic 
of the surfaces discussed in §§ 4-T. 

PURDUE UNIVERSITY. 

* Proof similar to that used in 2 6. 

t Loe. cit., p. 416. 


i 
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A GEOMETRICAL APPLICATION OF BINARY SYZYGIES* 
BY 
AUBREY E. LANDRY 


Introductory. The Jonquieres curve. 


1. The present paper is devoted to a geometrical application of certain kinds 
of syzygies connected with binary forms of odd order. If we represent the 
forms with which we deal by sets of points on a rational curve, the application 
is to the problem of determining other curves of the same type whose intersec- 
tions with the given curve are either original sets themselves, or new sets hav- 
ing simple invariant relations to the old. 

The type of rational curve which we shall use is that having but one multiple 
point, which then, for a curve of order m, must be an (m — 1)-fold point, and 
equivalent to $(m—1)(m— 2) double points. Such a curve we shall desig- 
nate for brevity as a JONQUIERES curve, and the symbol J” will be used in 
referring to it. 

We proceed to consider the intersections —distinct from the multiple point 
itself —of two such curves having the same multiple point. Let the order of 
the second curve be x; then through the multiple point pass n — 1 branches. 
The further points of intersection are then mn —(m—1)(n—1)=m+n—1 
in number. On the other hand, if the first curve is given, the number of con- 
ditions which the second can fulfil is 2n. This may be seen readily by choosing 
the multiple point as a vertex of the reference triangle, whereupon the equation 
of the J” reduces to 2n + 1 terms. 

The most interesting case occurs when the number of free intersections, 
m-+n—1, is greater by one than the number of conditions that can be im- 
posed on the second curve; that is, when n= m—2. In this case we have 
an involution, 77"~*, set up on the first curve. Interpreting two well-known 
theorems relating to involutions, we have the following geometrical properties, 
which will be found useful in what follows : 

1) There exist ona J™ exactly 2m —38 points having the property that 
a J"), with the same multiple point as the J, can be drawn to have 
(2m — 3)-point contact in each with the J™. 

2) These 2m — 38 points all lie on a J‘"—*) with the same multiple point. 


* Presented to the Society October 31, 1908. 
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2. We now take the curve in parametric form. Using homogeneous coordi- 
nates, let the multiple point be the vertex A,, with codrdinates 


of the triangle of reference. The quantity «,/x,= 2 may then serve as the 
parameter. 

A slight change in notation, too, will be found convenient. Since we shall 
be considering as fundamental the form giving the values of the parameter at 
the coincidence-points of the involution, it will be better if we take the order of 
this form to be 2n —1. The curve is then a J‘"*"; its multiple point is of 
order m; and the curve whose intersections with it give the fundamental form 
isa J‘, 


Interpretation of apolar forms. 


3. Another property of an involution, important for our purpose, is this: Any 
(2m — 1)-ie whose roots form a set in the involution is apolar to the (2m—1 )-ic 


giving the coincidence-points. Interpreted geometrically, this says that the form 
which, equated to zero, gives the intersections of any J~" with the original 
J‘"*» is apolar to the form whose vanishing gives the coincidence-points. For 
brevity, let us call the J‘"~” which cuts out the coincidence-points the covariant 

Now we know that there exist forms of lower order than the (2m — 1)-th, 
apolar to a (2m —1)-ic; in fact, the apolarity of a form of order k involves 
the identical vanishing of a (2m —1—k)-ic, and therefore 2m — k conditions 
upon the / independent coefficients of the k-ic. These 2m — k conditions can 
then always be satisfied when L=2m —k, ork =m. When k=™m there isa 
unique form, the canonizant of the (2m — 1)-ic, which has the property specified. 

Geometrically, it is easy to see what corresponds to these apolar forms of 
lower than the (2m —1)-th order. For a J" may degenerate in various 
ways; thus, it may become a J ‘"~* and a line, which would have to pass 
through the multiple point, but would be gtherwise arbitrary. That is, the 
2m — 2 points in which the J‘*” is eut by the J‘"~*, with any further point 
whatever, would be given by a form apolar to the (2m —1)-ic; but this is 
equivalent to saying that the form which gives the 2m — 2 points is apolar to 
the (2m — 1)-ie. 

But further, a J“ and any two lines through <A, constitute a J‘~”; the 
2m — 3 intersections of the J‘“*” and the J‘"~® are accordingly given by a form 
of order 2m — 3, apolar to the (2m — 1)-ie. 

Making the /J‘"~" degenerate thus step by step, we shall get apolar forms of 
successively lower order. The last step occurs when the J‘ ~” has become a 
J and m — 2 lines through A,. Nowa J‘” is a line having A, as a point of 


=> 1 = 0 = 0 
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zero order; that is, not passing through it at all. Hence the m +1 points of 
intersection of any line with the J‘*" are the vanishing points of an apolar 
form of order m+ 1. 

Lastly, the unique apolar m-ic is given by the m values of the parameter at 
A, itself. For, drawing an arbitrary line through this point, we have seen that 
the m + 1 intersections determine an apolar (m + 1)-ic; but of these intersec- 
tions, m are now at A,, and the remaining one is arbitrary. We have accord- 
ingly the complete interpretation of the apolar forms. 


Introduction of the syzygies. 


4. So far we have made no further choice of a reference triangle than to 
specify the position of the multiple point. It now becomes necessary to choose 
the opposite line ; beyond this the triangle shall remain, for the present, arbitrary. 
For the side x, = 0 of the reference triangle we should naturally choose a line 
which cuts out a set of points forming a simple covariant of the fundamental 
(2m —1)-ic; for example, the following: * Every odd form C, ,,,_, has a covari- 
ant C,,,; let the line joining the points which are roots of this covariant be 
chosen. It cuts out m — 1 other points which form a Cy,,_;) ,_;, the canonizant 
of the C, .,_; obtained by operating with the C,,, upon the fundamental C;, ,.,_,. 

The equation of the J‘”*” can now be written down. It must be, to begin 
with, of the form 


the f’s being homogeneous functions of orders denoted by subscripts. But both 
J’s are known; f,, is the product of the m tangents to the curve at A,, or in 
other words, considered as an expression in 2,/x, or A, it is the canonizant, 
m, of the C,,,,_,- Similarly f,,,, is the product C, .C.,_1), of the two 
covariants cut out by the side »,=0. We have accordingly the following 
equation of the m = 

The covariant curve J‘”~") will have an equation of the form 


Sas (x, = (x, 9 ) 
where 


m2 18 the form (covariant, naturally, to the C,,.,,_,) which gives the 
points of the J‘"*" cut out by the tangents to the J‘“~" at A,; f,_,, those cut 
out by the lines joining A, to the points of intersection of the J“-" with x, = 0. 
So far, both of these are unknown; but consider the result of eliminating «, 
between the two equations. We shall get 


C,,, m C,, 2 C 3(m—1),m—1 = 0 ° 


On the other hand, however, we know that the intersections are given by the 
fundamental Hence the C,,.,_,,— multiplied, in order to secure 


- * This choice was proposed by Professor MORLEY in suggesting the subject. 
Trans, Am. Math. Soc. 7 


f 

} 

i 
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homogeneity, by a suitable invariant, whose value we shall presently derive, — 
must be identically expressible in the form 


C, 2 | —1),m—1 C,,, m? 
in other words, there exists a syzygy 
C,, 2m—1 I + n—2 C, 2 m—1 + Vf m—1 Ch, a™ 0 


5. To derive the form of the invariant which occurs in the first term, observe 
that if it vanishes, the canonizant C., ,, must have at least one root in common 


with the product C, .C,,_1) »~;3 but this means geometrically that the line 
chosen for the side x, = 0 passes through A,, in which case the canonizant is a 
factor of C, .C 1) m—15 and has, not one, but all m roots in common with that 
product. Thus the theorem is suggested that if the C,, ,, has a single root in 
common with the product Cy .Cym_y), m—15 it must have all m, that is, must 
become a factor of that covariant product ; and this theorem might be readily 
verified algebraically. 

A generalization is easily obtained. Let ¢,,, be any (m+ 1)-ic apolar to 
the C;,.,,;; then* its m + 1 roots lie on a line. If now ¢,,,, and C,, ,, have a 
root in common, this line must go through A,, and the C,, ,, becomes a factor 
of ¢.,. This theorem, too, is easy to verify algebraically ; inasmuch, however, 
as it is geometrically evident, further proof seems unnecessary. 

6. From the preceding paragraph it will appear probable that the proper 
invariant multiplier (of the C,,om_, in the syzygy) is merely the eliminant of 
the C,, and the C,,,,. At least this eliminant, J,,,, is a factor in the invari- 
ant we seek. It might conceivably happen that it would have to be raised to 
some higher power than the first, but clearly no other invariant can enter as a 
factor. Moreover, it may be added that in all the cases examined, the first power 
of the eliminant has sufficed. 

Assuming, then, this J, as the proper multiplier, we see that the degree of the 


syzygy is 4m +1; but then we have immediately the degrees of the two unknown 
J’s. Finally, the syzygy takes the form 


Y 
rACh, 2m—1 | + C,, 2 C; m—1),m—1 C, 


ot Cones, = 0. 


m+2, m— m,m 


7. Take next the line cutting out the zeros of a quadratic covariant, C,, 2, 
as the side x, = 0 of our reference triangle; and inquire what form the corre- 
sponding syzygy would take. We should then have 


x, C, 


m, m 


Cx, 2 m—1? 
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To justify these equations, note that the remaining covariant cut out by the 
line x, = 0 must be the canonizant of the C,,,, »,,_; obtained by operating with 
the C,,, upon the fundamental form. As for the J‘"~'), its tangents at A, 
must be given by the same covariant, no matter what line is chosen as x, = 0; 
then considerations of homogeneity enable us to fill in the right-hand side of the 
equation. Hence, as before, the C,.,,,_,, multiplied by a suitable invariant, 
must be identically expressible in the form 


Cr, m m—1 Cy, 2 \(m—1), m—1 Com m—2° 


Each term being of degree 2km + 2m + 1, it follows that the invariant which 
multiplies the C, ,,,_; must be of degree 2km + 2m; but this is just the degree 
of the eliminant of the C,, ,, 


the required multiplier (it must, by an argument similar to that previously used, 
be at least a factor, and its degree is right), and the syzygy is then 


and the C,,,. This eliminant is therefore again 


Y Y 


An eliminant which is a perfect m-th power. 


8. Lastly, let a line be chosen for x, = 0 cutting out the roots of an apolar 


covariant, C,, ,,,,, Which does not break up into the product of covariants of 
lower order. In this case we have 


J m—1) Ly C 


= C, 
m-+-2,m—2 n+2,m—1° 


Y 
C,, m+19 


Any term in the cross-product being of degree m + n + 2, the invariant multi- 
plying C,,,,,_; should be of degree m + n+ 1; but the eliminant of the C,, ,, 
and the C, 


n,m+1 


is of degree m(m+n+1). This strongly suggests the following theorem: 


, which we should expect, a priori, to be the proper multiplier, 


Given a form of odd order 2m — 1, the eliminant of any apolar form of order 
m +1 and the canonizant (unique apolar form of order m) is a perfect m-th 
power. By this is meant, of course, that its mth root is rational in the coeffi- 
cients of each of the forms entering into its composition, and therefore indirectly 
(the apolar (m + 1)-ie being supposed a rational covariant of the (2m — 1)-ic) 
in the coefficients of the (2m — 1 )-ic itself. 

9. Proof: Let the given (2m —1)-ic be 


m 


i=1 


the a’s being non-symbolic coefficients. Its canonizant, P, is A(a,x)(a) - --(a,,x), 
A being independent of x. It will prove convenient to take 


(i=1,2,3,---,m—1;j=2, 3, 4,---, m; i<j) 


i 
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Next let the (m + 1}ic apolar to f be 
Q = =(Q,2, +Q,2, 
in which the Q’s are symbolic. Now the identity expressing that @ and / are 
apolar is 
ar)" = 0. 
i=1 
Operate on this identity successively with all possible products of m — 2 factors 


chosen from the first m — 1 of P; that is, with 


i 


This gives 
(a,Q)"""( )(4,4;,,) -(a,a,,_,) 


+ (a, Q)"*"(4,, a, )(4,, a,,%-1 )( 4, 0 
(é=1, 3, 3, a—1), 
a set of m — 1 equations. 


The eliminant of P and Q is 


Substitute in this the values of (a, Q)"*',(a,Q)""', (a@,_,Q)"*", furnished 
us by the m — 1 equations above in terms of (a4,Q)"*'. Then 


E = 1 a m+1"4m [ m m_ ‘m—1/. 
( ) [ ( m Q) ] Il (4, a, i 
2, 3, ---, m—2; 3, 4, m—1 
If we call the denominator A’, we see that A’ is what A becomes when we drop 
all factors containing @,. 
Multiplying and dividing the value of by 


(4,, a, a,, a, (4, 


we have 
m [ ( a,, a, ) ( ) ( a, an—1 )] 


~ 


E= (- 1 A” [( a,Q)*" J [ ( a,,%, )(4,, a, ) 
— =— A( ‘(a,, 


This is of course only one of m possible expressions for / — £; for in operating 
upon the identity (a,Q)"*'(a,2)"" =9 we have arbitrarily selected 
(a,,2) as the factor to be excluded from the operating product. An interchange 
of the factors of P permutes these m expressions among themselves; hence 
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the value of i’ — £ is unaltered by any such interchange; in other words, 
i’ — E is rational in the coefficients of P. As it is obviously rational also in 
those of @, the theorem is proved. 


Additional covariant curves. 


10. This completes the general discussion so far as the fundamental form 
C,, 2-1 — or, what comes to the same thing, the covariant J‘"~’) — is concerned. 
There remain, however, the apolar forms of order m +1, m+2,---, 2m—1, 
given by the intersections of the corresponding curves J‘, J, .--, J&~”, 
with the fixed J‘’*”. For instance, every form of odd order 2m — 1 has an 
apolar covariant C,,,,_,, obtained by transvecting the C,, upon it. Corre- 
sponding, therefore, to our first choice of the line x, = 0, we have a syzygy 


Y 
r C;, 2m—3 + C, 2 C;, m—1),m—1 m—4 + v Cr, m 3,m—3 0 
where m>4; similarly, our second choice (line joining the zeros of a C,, .) will 
give 

C; 2m—3 + Cy. 2 CO m—1 m—4 + v Cn, 0 > 

and the line cutting out the covariant C,, ,,,, gives 
2m—3 | + C,,, m+1 C m+4,m—4 + m Cu = 0 


11. Again, as a consequence of the geometrical principle that, given two dis- 
tinct lines w = 0, v = 0, it is possible to choose A so that w + Av = 0 shall pass 
through any specified point (in particular, through the multiple point A,), we 
have between the canonizant and any two (m + 1)-ics apolar to the C,,,,,_, an 
identity of the form 


rAC,, m+1 + BC, + vC,,, m 0 
But A» must be the eliminant of the C 


Pp,m+ 
similarly 4 must be an J,.,,.,; hence the degree of the identity, or syzygy, is 
m+n-+p-+1, and the linear covariant is a C,,,,,,; the syzygy runs as 


follows: 


, and the that is, an 413 


12. The above examples serve merely to indicate possibilities in finding 
syzygies of this type; in dealing with any special case, of course, many more 
can be discovered. This is notably true of the quintic, for which the funda- 
mental irreducible system is well known. 

There is one other point deserving of mention. In dealing with the case of the 
quintic, where a list of syzygies has been tabulated, we come upon certain ones 
which correspond to covariants of higher order than the quintic itself. Such 
syzygies, interpreted geometrically in the manner explained above, will still give 
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J ONQUIERES curves whose intersections with the first curve are the roots of those 
covariants ; but, except when the order of the covariant is precisely 6, the num- 
ber of conditions imposed on the curve by making it cut out the roots of the 
covariant is not sufficient to determine the curve; in other words, the curve 
furnished us by the syzygy is not the only one of its type which would cut out 
the given covariant. Hence in such cases there is less interest attaching to the 
syzygy. On the other hand, the syzygy corresponding to any sextic covariant 
(in the general case, that corresponding to any covariant of order 2m) is quite 
as important as that corresponding to any covariant of lower order. 
We proceed now to the discussion of special cases. 


The quintic. 


13. The first special case presenting interest is that of the quintic. Here 
m = 3; the fixed curve is therefore a quartic, J‘, and the curve which cuts 
out the quintic is a conic, J”. 

For representing the concomitants of the quintic we shall make use of the 
notation of Srrou,* in his paper on the syzygies of the quintic. For conven- 
ience of reference we reproduce the list, with their definitions, in the following 
table : 

Degree. Degree. 

f. 8. (it) = (aj) =9, =B. 
2. (ff = H. (ff) si. 9. (jr) =Q. 

3. (fH) =T, (fi)=4q. —(fi’ 11. (ra) 

5. =( 


fh) =r, (ji)se, —(jiP=a. 138. (iy) 
fa) = 17; (gy 7. 18. (By) = (82) 
=n, 


As forms sometimes used instead of the foregoing we have 
n=(Ha)=—n—ie, 


14. If we choose as the line x,=0 that cutting out the covariant i, the 
remaining pair of points on it are the roots of t. Then we have for the equa- 
tion of the J‘ x, j= it. Now the eliminant of j and i may be readily proved 
to be the invariant C” (which is also the discriminant of j) as follows. First, 
the eliminant of a C,, and a C,, is of degree 12.¢ Taking f in the form 
*Mathematische Annalen, vol. 34 (1888), p. 354. This notation coincides with that 
of CLEBSCH in his Bindre Formen except in one particular ; he defines the fourth linear covari- 


ant as (/a). 
t See SALMON, Higher Algebra, Lesson VIII. 


6. (hi) = 3( =z Ff. 
7. (fr) 
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(a,9,9,0,e, f)(x, y)’, for which C’ is known to vanish, we find * 
jzaery; | = + afry; 
so that i and j have in common the factor z. 
We must therefore look for a syzygy 
SO’ + pitC,, + =9. 


There being but a single C, ,, we have everything but the numerical multipliers 
and the C,,.. In fact we find in Srron’s list the following two: 


(faB): SC + 2nB —ja + Ahat Sita = 0, 
(hi8): n8—fAB + }Aha— 2Ajr — ita 


Subtracting twice the second from the first, and noting that 3C’=C +2AB, 
we have 
+ Sita + +iB)=0. 

15. For a second choice of », = 0 let us take the line cutting out the quad- 
ratic covariant 6 of degree 8. The invariant that multiplies f (eliminant of 7 
and @), being of degree 30, a number not divisible by 4, must contain the skew 
invariant 7? as a factor; the remaining factor, an J,,, is readily proved to be C’ 
once more. In fact, with f chosen as in § 14, 0 = 2a°e’xy + a’ e' fy’, and has 
in common with j the factor y. We have therefore to look for a syzygy 


Take the following, given by Strou: 


(tBy)x i: Rit — ydi + fiaBC’ —iayB 


{ray},x —i: — — hiaBC ) 


(jaB) x 2y: — Qa*y + iayB — 4By0 + 2yCj = 0, 
(jéa) x 2a: + 2286 + BO+ =O. 


Adding, we have 
Rit + a| + 226 — 4By — 4c’)| + 2j(2R+7C)=0. 
In this the coefficients of both @ and j can be put into simpler form. In 
fact, adding in 
(ay)x O[ —26 + By + =0, 
(Sra)x —@: B— ad — By— Cr] = 0, 


* These values are taken from ELLIOTT, Algebra of Quantics, p. 309. 
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we have 


Rir — 0(4B8y + Cr) + 2j(aR + 7C)=0. 


Finally, making use of 


(afy) x — —9j( az +70 +5 — =0, 


we find 
Rit — 0(48y + Cr) + j8(B?-— AC’) =0. 
This, while not the syzygy desired, will be found to be important in another 
connection. Moreover, on combining it with that previously obtained for f 
(end of § 14), we obtain at once the one which we are seeking; it is 


+ 30a(4By + AC’]+ R[4Ar—at + iB])= 0. 


16. Since there are two independent C, ,’s, A and 7, but only one C;, ,, it 
must be possible to find a linear combination of these two which will be apolar 
to /; this will then certainly be the apolar quartic of lowest degree in the coef- 
ficients. The eliminant of it and j will be of degree 24, and therefore * the 
cube of an J,. We are then to look for a syzygy 


ASL, + pa(h — pi?) + 95 
and we find in STRon’s list the very syzygy sought, 
[ fhii],: fB + a(4? —h) +9(27 + =0. 


Corresponding to the three syzygies thus far obtained we shall have three 
forms of the equation of the covariant J“. The results are conveniently summed 
up in the following table: 


Syzygy. J) 


3f C’ + + j(4A7 — + 1B) = 0 
3fC’R + $8a(43y + Cr) 9x BR—AC’) 


j= 0(48y + Cr 3 
( / )| [B?—AC’]+ =0 2R(4A7—a?+iB)=0 


fB + a(}i? — h) + j(27 + 414) =0 


A polar quartics. 


17. We look next for syzygies connecting the canonizant j and any two 
quartics apolar to f. Three such quartics are already found, namely, 


it, 6(4By + Cr), h— 3?; 


* See § 8. 


0) 
rod = h—3 
— 
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and in the process of deriving the second syzygy for f we incidentally developed 
the syzygy connecting the first two ; * it was in fact 


Rit — 0(48y + Cr) + AC’) =9. 
In Stron’s list we find 
(haB): 380’ (h— 37) + +7 (464+ Bs) =9, 


which connects the first and third. From these two, by elimination of iv, it 
would be easy to arrive at the syzygy between the two remaining quartics. 
With each of these quartics is associated the invariant whose vanishing 
expresses that it contains the canonizant as a factor. Thus with the C, , is 
paired the J,, B; with the C, ,, it, the J,,, C’; and with the C,, ,, 0(48y + C7), 
the J,,, C’R. In every case we observe that the degree of the invariant is 
greater by 4 than that of the quartic. We naturally inquire whether apolar 
quartics can be found which pair with other known invariants; for example, 
does there exist a C,, , which will contain j as a factor on the sole condition 
R=0? We shall prove the existence of such a C,, , by deriving a syzygy 


wpR(h— 37) 4+ Cy, 


From StTroun’s paper 
pay 


(ABy): 


(Biy) x 5: — + + fAiay 


{iraB},x — }i83 — }iaBB + }Aiay — 


3 
[jitT],x — — gary + §aQB— 3aeC’ 


3B 
(jra) x — 370B —32QB —3jyB =0, 


3C’ 
(jia) x —5-: + 3aC’+3j8C’=0. 
3 aj 


Summation gives: 


(h—12)R + B(i0A — $70 — +i(a| |-3 [24° + 6B] ) 


* See 7 15. 


hR + gary — — } Aiay 
+i( 6 82]) =0, 

=0, 
| 

| 

| 
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Below are collected the three syzygies of this kind that have been derived. 
They contain implicitly the complete relations between the four apolar quartics. 


80"(h — + + j(48 + Ba) =0, 
Rit — 0(48y + Cr) +j8( AC’) =0, 


We wish to point out the existence of a syzygy of another kind which, as 
theory suggests, must exist between the four quartics alone. In fact, between 
the equations of any four lines in a plane there must exist an identity; hence 
there is a four-term syzygy in which each term is one of the quartics multiplied 
by the invariant whose vanishing expresses that the remaining three are in an 
involution. 

18. Below are given all the remaining syzygies that have been derived for 
the quintic. Most of them have been verified, either directly or by combina- 
tion, from STROH’s paper. 


6 HC’ — 9ir? —j(4)B + 6ra) = 0, 

HB + — 3j(2ia + jA) 

2° + j(2ia+jA)=9, 

260 — ita + j(iB+7A)=9, 

+ i? +7(jB+ 7a) =0, 

: 8C’ha + it( 36+ 184B) + AC’ — + 46+ 
3m C” — + j (iy — 3878 + 2B) =0, 

— + 70) =0, 

TC’ — — 2m +4 fy) =9. 


Eliminants with multiple factors. 


19. An examination of the syzygies, in the cases where some one or other of 

the invariants is zero, leads readily to many interesting properties of the covari- 
(ants. Thus when B = 0 we find that 7 is a factor of both e and // (and there- 
fore that these two latter have two roots in common); when C’= 0, that 7, 7 and 
Hf all have the same double root, which is also a simple root of e, @ and y; that 
the remaining root of j is also a root of i and e€; and soon. On calculating 
the eliminants of certain pairs of covariants, and considering them in connection 
with the results just obtained, some curious facts are brought to light. For 


(2) 

H 
H 
| ha 
m 
r 
T 
i 
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instance, we find by calculation that the eliminant of 7 and ¢ is B’C’; on 
examining the results above it appears that when B = 0 they have two roots in 
common, while when C’ = 0 they have one only. Again, the eliminant of + 
and H is B?C'’’; this accords perfectly with the circumstance that when either 
invariant vanishes they have two roots in common. Several other instances 
might be adduced which seem to point to the same general principle, namely, 
that if the eliminant of two covariants, P and Q, contains as a factor the rth 
power of a certain invariant J, then when J vanishes, P and Q have r roots in 
common ; it appears, however, that the principle is not universally valid. It 
might, perhaps, if properly limited (say by requiring that P and Q have no 
multiple roots), be made to give exact information. 


Forms of order higher than the fifth. 


20. In conclusion, a brief summary of the results arrived at in the case of the 
septimic will be given. First, a mode of procedure entirely different from that 
adopted in the preceding case was necessary. While a complete irreducible 
system of concomitants has been worked out,* their number is very great, and 
moreover no list of syzygies has ever been tabulated. It seemed best, therefore, 
to attack the problem by choosing a special septimic, with several coefficients 
zero, and calculating out the syzygies for this form; then finally, when all the 
covariants occurring therein are known, verifying the most important of the 
syzygies for a general form. 

The syzygies to be looked for are as follows: 


(1) Tie t+ Ce t+ 9, 
(3) Cs, + Cs Cis. =9, 
(4) Cr + Cy C11. =9. 


The first is the syzygy obtained for the fundamental form itself when the line 
cutting out the covariant C,, is taken for the side x,=0.+ The unknown 
covariants in it are C,, and C,;;. So (2) is that obtained by having x, = 0 
cut out the covariant C,;;$ (3) gives the connection between the two apolar 
quintics and the canonizant.§ All four of these syzygies have been worked out 
for the form 

S = + 21ew? x} + + he, 


* By von GALL, Mathematische Annalen, vol. 31 (1887), p. 318. 
t See §§ 4-6. 

tSee § 8. 

§ See § 11. 


| 
| 
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and the second of them has been verified for the general form — this particular 
syzygy being chosen as that of lowest degree containing / itself in its first term. 
The most interesting part of the result is that the J,, occurring not only in that 
syzygy, but in (3) and (4) as well, is that invariant whose vanishing is the 
condition for self-apolarity of the canonizant, so that we have the following 
theorem: Jf a septimic has a self-apolar canonizant, the latter is a factor of the 
covariant C;, ;. 

Even in the case of the septimic the method involves laborious calculations ; 
when we advance to the ninth and higher orders, for which no irreducible system 
of concomitants has been tabulated, its application becomes impracticable. 


DEFINITE FORMS IN A FINITE FIELD* 
BY 


LEONARD EUGENE DICKSON 


§ 1. Introduction ; summary of results. 


THE character of the present investigation may be indicated by the following 
special case of a theorem proved below: 

Let p be an odd prime number and Q(x, y) « binary quartic form with 
integral coefficients. If, for each pair of integers x’, y', not both divisible by 
Pp, Q(a’, y') is a quadratic residue of p, then Q(x, y) is formally congruent, 
modulo p, to the square of a binary quadratic form. 

In other words, there exists an algebraic identity 


Q(x, y) = (ax* + bay + cy’) + 


in which a, b, c and the coefficients of the quartic Q, are integers. 

In the proof of the preceding result, it is convenient to introduce Galois 
imaginaries, i. e., to extend the initial field of integers modulo p to a larger 
Galois field.t As it adds to the clearness and generality of the question and 
does not increase the difficulties of the analysis, the investigation will be made 
from the outset for forms in the general Galois field of order p”, designated 
GF p"]. The latter is composed of the p”" elements a, + a,p + --- + a,_,p""', 
in which the a, are integers taken modulo p, and p is a root of a congruence of 
degree n irreducible modulo p. An element, not zero, is called a square or a 
not-square according as it equals or does not equal the square of some element 
of the GF'[p"]. We here exclude the case p = 2, since then every element 
+ 0 is a square. 

A form F'(x,,---, ”,,) will be said to be definite in the GF'[ p"], if, for 
each set of elements «|, ---, x’, not all zero, in the field, F'(x|, ---, x) isa 
square in the field. To obtain the forms which represent not-squares exclusively, 
we have only to multiply the definite forms by a particular not-square. 

The result stated above is thus a special case of the following : 

THeoreM I. Every definite binary quartic in the GF'[ p" |, p > 2, is for- 


mally a perfect square in the field. 


* Presented to the Society at the Summer Meeting at Champaign, September 10, 1908. 
7 Cf. the writer’s Linear Groups, pp. 5-14. 
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From the latter we deduce, in § 8, 

THEOREM II. There exists no definite quartic form in the GF'[ p" |, p> 2, 
on m variables when m > 2. 

There is no definite form of odd degree d in a finite field. Indeed, for a + 0, 
ax’ may be made a square or a not-square by choice of x in the field. For 
r > 1, any r-ary quadratic form in the GF’'[ p"], p > 2, represents both squares 
and not-squares * and hence is not definite. 

THeoreM III. For p" = 18, every definite binary sextic in the GFT p"] is 
formally a perfect square. For p" < 18, there exists at least one additional 
type of definite binary sextics (§ 4). 

It is probable that every definite binary form of degree 27 (r> 1) in the 
GF'[ p"] is formally a perfect square whenever p” exceeds a certain limit J_. 
If this conjecture should prove to be correct, it would not be particularly diffi- 
cult to establish for forms of degree 27 on m variables a general theorem includ- 
ing as special cases Theorem II and the following: 

THeorEeM IV. For p" = 11, every definite ternary sextic in the GF'[ p"] 
is formally a perfect square ; there exists no definite sextic in the GF'[ p"], 
p>2, on m variables when m> 3. 

The simplicity + of the preceding existence theorems on definite forms 
enhances their value for applications in number-theoretic investigations. Imme- 
diate application may be made to the determinant of a net of quadratic forms in 
a finite field. 

A method of deriving definite forms from a given one is explained in § T. 

Some general arithmetical properties of definite binary forms are obtained in 
§ 8 by restricting the range of the variables to the elements of the finite field. 


§ 2. Definite binary quartic forms. 

Let g =c,2'+ +--- be a binary quartic with coefficients in the 
GF [ p"], p> 2, and let g equal a square for each pair of elements x, y, not 
both zero, in the field. Taking « = 1, y = 0, we see that c, must be a square. 
Set Y= q/c,. Then for every x, y, not bothzero, in the GF'[ p"], 


+ ary + a,y' 
equals a square. In particular, Q has no linear factor and hence is either irre- 
ducible or is the product of two irreducible quadratic factors in the field. 


First, we assume that Q is irreducible in the GF'[ p"]. Hence a root p of 
Q(x, 1) = 0 defines the GF'[ p*"]; thus 


Q= I] (#— py) py 


i=0 


* Linear Groups, pp. 46-48. 
+ In contrast to the algebraic theory. Cf. HILBERT, Acta Mathematica, vol. 17 (1893), 
p. 169, where references to other papers are given. 
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By hypothesis, Q”"-»? = 1 for x and y not both zero. Hence 


(@ — = 1, 
so that « — py is a square in the GF'[ p” | for each pair of elements x, y, not 
both zero, in the GF’ [p"]. Thus, for x, in the latter field, 

are squares in the G'F’[ p™ ]; likewise their products by any non-vanishing ele- 
ment of the GF’[ p"]. We next show that the products 


h, = (2, —p)(2%—p) 


(2) Why 


take only distinct values when the a’s range independently over the elements 
+ 0 of the GF'[p"], x, and x, take equal values or one of the two sets defined 
by a pair of unequal values, while x, has any value distinct from x, and , in 
the field. Of the three types (2), no function of one type equals one of another 
type, in view of the difference of their degrees in p, a root of an irreducible quartic, 
, and the functions are identical. 


If ag, =bg,, then a=b, y, =%,, y, =”. 


3 
Similarly, ah, and bh, are equal only when identical. If af, = bf,, then a= b 


and #,, y, form a permutation of y,, y,, but is distinct from 2,; 
hence x, = y,, f, = f,. In counting the number of values (1), we separate the 
cases = 2, + x,; the resulting number is 


{ p"(p" —1)+2p"(p" —1)(p"—2)} +p"(p"—1) 4+ 


Since a has p" — 1 values, the number of distinct values (2) is 
p"(p™ + 2p*—1)(p"—1). 
This exceeds }(p" —1), the total number of squares in the GF [pp]. In 


fact, for p" = 3, we have 


— 2p” —1)(p"—1)>0. 
Hence Q cannot be irreducible in the field. 
Let therefore @ be the product of two quadratic factors, each irreducible in 


the GF’ [p"],p>2. One factor may be transformed linearly into x? — vy’, 
where v is a fixed not-square in the G/’[p"]. Let the second factor become 


a + + by? = + ay)’ — (a 
Hence a’ — 6 is a not-square vc”. Thus 
(3) Q = (a — vy’)[ + ay — (¢+0, va not-square ). 


Consider the values of » and y, y + 0, for which the first factor is a square 
Setx—s=t,sothat¢+0. Then x +s = vy’/t and 


2x = t+ vy’/t. 


111 
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The second factor of ( must also be a square, so that 
(t+ vy’/t + 2ay)? — 


must be a square. Sett=zy. Then* 


(4) q = (2 + 2az + — 


must be a square for every z in the GF’'[ p"]. 
We may define the GF'[ p™] by means of the equation J* = v, which is 


irreducible in the GF’[p"]. Then J’ = —J, and 


(5) q= + 2az+ v —2c2J. 
By hypothesis =1. Hence = 1, so that is a square in the 
GF[p*"] for every z in the GF'[p"]. If 
kF_=«F, (k+0,«+0), 
then 
kz = xb, +r). 
Eliminating & and «, we get 


(€—z)(&—v)=0. 
Ifz=0,then€=0. Ifz+0,then [=zorv/z. The latter values are dis- 


tinct, one being a square and the other a not-square. Hence the distinct values 
of the functions 4’, are obtained ¢ by allowing z to range over the elements 0 
and the }(p"— 1) squares of the GF’'[ p"], while & ranges over all the ele- 
ments + 0. The resulting }(p” + 1)(p"—1) values &F” account for all the 
—1) squares of the Hence every square in the GF'[ p*"] 
may be given the form A/F’. 

We have shown that, for arbitrary elements 7 and A, each +0, of the 
p"], (A— JS) + v— 20/7) may be given the form in 
which & and z are elements, each + 0, of that field, and conversely. Hence 


(6) » ” C2 

must take the same set of values when \ and z range over the marks + 0 of the 

GF'[ p"], viz., over the roots of 

(7) we-l_ 1=90. 

The sum of the roots of (7) is zero; likewise the sum of their reciprocals. 
* This form is better adapted to the later discussion that the forms of Q, 

( a + axy = vey? )? + ay? 


derived from (3) by the usual process or by the use of the irrationality v3. 
Tt Also by the formule k, s* F, ( z taking all values + 0). 


4 
4 
: 
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Taking the sums of the values of each function (6), we have 


9 
0=—“(p"—1), 


whence a=0. If p*=3,we havec=+1,sincec+0. Next, if p*>3, 
the sum of the squares of the roots of (7) equals zero; likewise the sum of the 
reciprocals of their squares. Taking the sums of the squares of the values of 
each function (6), we have, since a = 0, 


whence c?=1. Hence, for p" = 3, the two factors (3) are identical. Theorem 
I is therefore proved. 


§ 3. Definite quartic forms on m variables. 


Consider a ternary quartic which represents only squares in the GF'[ p"], 
p>2. The coefficient a, of «* must be a square; dividing the form by a,, 
we obtain a definite ternary form «*+---. Applying a transformation 


+ ry + 82, y=y + tz, 
we obtain a definite ternary form @ lacking the terms a*y, a*z, y°z. By § 2, 
the terms free of z are (x? — vy’)’, those free of y are (x? — vs*z’)?. Replac- 
ing sz by a new variable z, we have s=1. The terms free of x are therefore 
y(y+2). But Q vanishes only when x=y=2z2=90. Hence the upper 
sign holds and —1 must be a not-square. We may therefore set y= —1. 
Hence 
V=(2 + +2) + wyz(ax + by + cz). 

Now Q must represent a square for every x, y, z, not all zero, in the field 

and hence for « = Ay, X arbitrary in the field. Then @Q becomes 


(N41) + (a? + DA) + (20? + 2 + Ac)y?2? + 2. 
By § 2, Q must be formally a perfect square. Hence Q’ must be the square of 
(?+1)y? +2, for every X in the GF'[p"] and for arbitrary variables y, z. 
Henee, since p*=3,a=b=c=0. But* 2 vanishes for p*™—1 
sets of values x, y, z, each + 0, in the GF'[ p"],p>2. Hence there exists 
no definite ternary quartic in a finite field. Theorem II therefore follows. 


§ 4. Definite binary sextic forms. 
By a rather intricate analysis, which I omit in the hope that a more direct 
method may be invented, I find that every definite binary sextic in the 
GF [ p"], p" > 11, is formally a perfect square. 


* Linear Groups, p. 48. 
Trans. Am, Math. Soc. 8 
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Of the exceptional cases p" = 11, I first give the results for p" = 5 and 7, 
in which cases we may at once remove the term 2° y. 
For p" = 5, I multiply the variables by suitable constants and get 


(8) + baty? + + da’ + exy’ + 
After fixing the sign, I find that the definite forms (8) are 
(x? — + + 2y"), + + ay? — 2y*)(a* — + ay? + 27°), 
(a> + ay? + + + + — ay’ + y’, 
(2° + 2ary* — y*)’, + arty? + + + + 
(a + (a? + 


(9) 


(10 


and those derived from (9,) and (9,) by interchanging x with y. To (9,) and 
(9,) I apply the respective transformations 


y=X+ VT (mod 5) 
and obtain (10,) and (10,), written in XY, Y’. Forms (10,) and (10,) are trans- 
formed into (9,), written in Y, Y’, by the respective transformations 
y=X+VTY (mod 5). 
Every definite binary sextic modulo 5 may be linearly transformed into one 
of the four types (9), in which the fourth form and the indicated factors are 


irreducible modulo 5. 
For p" = T, a definite sextic may be given the form a*S, where 


(11) + baty + + dx*y' + exy’ + ay’, 
where co =1, 2,4; 6=0,1,—1. Set 
m=1l+e+b+d, n=c+e, 
m,=1+oa+4 2b +4 4d, n, =c + 2e, 
4b + 2d, —Cc+ 8e. 


Then S is definite if, and only if, each m, + n, and each m,— n, is a square. 
Hence the cube of each is = 1 (mod 7), so that n, = 0, m? = 1, or else 


(12) = 4mi, m= —1 ( mi = not-square ). 


Now the n, are linearly independent modulo 7, so that two vanish only when 
e=¢=0. In the latter case, each m, is a square and the four sextics S are 
seen to be (13,), (13,), (14,), (14,). Next, if no one of the n, vanishes, then 
(12) holds for i = 1,2, 3, and the resulting forms S are (13,), (14,), (15,), and 
those with the sign of x changed. There remains the case in which just one of 
the n, vanishes. First, letn, =0,e=0. Then 


n? = e* = n; = = = 
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Hence m,=+3m,. But m, and m, are not-squares, so that m, = — 3m,, 
b=1+c¢. Hence this case is excluded. Next, if n, =0, e = 0, we find 
similarly that 2, =1-+0o0, whence c=b=1 or c=4,6=-—1. After 
changing the sign of x, we get (15,), (15,), (16,). Finally, if n, =0,e +0, 
then 46 =1+4+¢,0=2,b=—1, and we get (16,) after changing the sign of «. 
(13) 2° + y*) + 2y*)(a?+ 4y*), (—2y*)?, 
(14) —aty? — + 4y°, (2° — + y*)’, 

(15) 3y*)*, ph 4. ont 7” 2x* y* ay? y’, 2y*)?, 

(16) 2° + aty? + + 82? y' + +a? y'+ +2y’. 


Now x= X+ VY, y= X— F transforms (138,) into the double of (14,); 
while «x = 3, y = X transforms (13,) into the double of (14,). In (15,) we 
replace y by y + x (to cancel xy’) and then interchange x, y; we obtain (13,). 
In the latter we set x= —X¥ + VY,y=3X+42Y, and get 4 times (16,). In 
the latter we set «x = VY, y = 2Y — X, and obtain (16,). 

If C and C’ are two binary cubic forms, each irreducible in the GF'[ p"], 


there exists a linear transformation in that field which transforms C’ into a mul- 
tiple of C’. 

Hence every definite binary sextic modulo T may be linearly transformed 
into 2S, where a =1, 2,4, while S is one of the three forms (13), the second 
being irreducible modulo T. 

THEOREM. Within the GF[3"], n> 1, any binary sextic 


(17) S = + + + + dx + exy’ + fy’, 
not an exact cube, may be linearly transformed into a sextic (17) witha =1, 
b=0. 
We first show that S may be transformed into a sextic witha +0. It suf- 
fices to treat the case a=e=90. Under the transformation 
(18) a= at + Bn, y = yE + (4 =ad — 8) #0), 
S becomes S’, in which the coefficient of £7 is 
ayA (dy? — ba’). 
If =d=0, S is the cube of 
w+ cay + fly (t=3""), 


contrary to hypothesis. If b= 0,d+ 0,or if +0,d=0, it suffices to take 
a+0,7y+0. Finally, let b+0,d+0. If d/d is a not-square, it suffices 
to take ay+0. If d/b =o’, it suffices to take ay + 0, a/y + +0; for 
example, we may take S=y=1,6=0, a any element except 0,0, —c,a 
possible choice since p" > 
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To the resulting form (17) with a + 0, we apply the transformation x = £, 
y =a~'n, and obtain a sextic witha=1. To the latter, we apply the trans- 
formation « = £ + b, y = n, and obtain a sextic with a=1,b=0. 

TueoreM. A definite binary sextic S in the GF'[3"] can be linearly 
transformed into a sextic (17) with a=1,b=0, except for the case in which 
n=1 and Sis the product 


(19) (a? + + — y*)(2? — ay — = + + + y" 


of all the irreducible quadratic forms modulo 8. 

The coefficient of x*° must be a square a. Replace « by a‘ XY, where 
k = —3""'. The coefficient of X° is now unity. For n> 1, the theorem 
follows from the preceding one, since the case in which S is a cube is now 
excluded by the fact that a binary quadratic form represents both squares and 
not-squares. For n=1, the same proof holds except when a=e=0,d/b=1, 
f=1. Then, if b=1, the case ¢c + 0 is excluded since S would vanish for 
x = — cy, while c = 0 gives (19). If b= —1, S vanishes for « = y, when 
ce = 0; while S is the not-square — 1 for x = —c, y=1, whence + 0. 

It remains to discuss (17) fora =1,b=0,y+90. Seta=zy. Then 


(20) 


must be a square for every z in the GF’'[ 3" ]. 
First let n = 1. Then must S, = 1 (mod 8) for every z. But 


(mod 8). 
Hence d = —1,e =—1-—c,f=1. Fore =90,1, —1, S, becomes 
(2—2+2+4+1), +1, 


respectively. J/ence every definite binary sextic modulo 3 may be linearly 
transformed into one of the four types (19) and 
the last being irreducible ; (19) is invariant under every linear transformation. 

A similar argument shows that the general sextic (17) is definite modulo 3 if, 
and only if,b +d=—1,a+ce+e=0, f=1. There are just three irre- 
ducible quadratics and eight irreducible eubics modulo 3. Sextic (17) has the 
factor 2* + 1 if, and only if, c =0,b=1; the factor «7+ «—1 if, and only 
if,b=1+c,a=c. Thus (17) is the product of #*? +1 by an irreducible 
quartic if, and only if,c =0,b=1,a=xl. 

Of the 27 definite sextics (17) modulo 3, 8 are equivalent to (21,), 6 to (21,), 
1 to (19), and the remaining 12 to (21,). 

For the GF'[3"], n = 2, we require that (20) shall represent only squares. 
Hence must S, S? = 1 for every root of 2?=z. Now 
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7424+ /%, 
St = Ao + Ba’ + + Bo’ + Det + Ex’ + Cx? + + f', 
B=1+c+/f*+ de, 


Hence the last five functions must vanish, and ff=1. These equations were 
discussed in two distinct ways and found to have exactly three sets of solutions 


in the GF'[9]: 
(c,d,e, f)=(1+i,1—-i,i, —1), (0,-—1,-—1,1), (1,0,1,1), 


where i? = —1 (mod 8). The resulting functions (20) are 

Applying suitable linear transformations we find that every definite binary 
sextic in the GF'[ 3*] may be linearly transformed into one of two: 
(22 (x — xy? —y°)?, — ay? —y’) (a? — ry? + 

For p" = 11, the general discussion showed that every definite binary sextic 
not a perfect square is the product of three quadratic factors. Since every 
integer is a cube modulo 11 the general sextic may be reduced to the form (8) 


by removing the term 2°y and multiplying the variables by suitable integers. 
The only definite form (8), not a perfect square, is 


(23) (a? + y*)(a? + 2ay — (a? — 2ay — y’) = — — ba’ y' + 


§ 5. Definite ternary sextic forms. 

For p> 3, we may assume that the ternary sextic 7’ lacks the terms 2’ y, 
y°z, and has unity as the coefficient of For p"> 11, the terms of 7 
free of one variable form a perfect square (§ 4). Hence the terms free of z, y, x 
may be taken to be respectively 


(24) (a? + aay? + (by + eye det. 

The remaining terms of 7 are of the form 

(25) xy2z(Aa’+ By’ + C2+ Fey? + Gav + + Meyz). 
For * « = dy, let JZ become S. Then S must be a perfect square in y, z for 


* As pointed out to me by Professor H. S. WHITE, the algebraic proof in the text has the 
following geometric analogue : If on each ray of a pencil a sextic curve has three double points, 
the sextic is a cubic curve counted twice. This helpful analogy was not proposed as a substitute 
for the algebraic proof. On the one hand, a definite form vanishes for no sets of values x, y, z 
in the field and one may speak only roughly of a curve. On the other hand, considerations 
based upon continuity obviously fail in the present modular problem. 
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every A in the field. We find that 


(26) Bus Pry + Pyyz + + Py? 2! Pye + 
where 
= Dr'+ Fr’? + BP, P,= 4+ + Mr? + Kr + be, 
= + Gr? + DA + 2hd, P,= + 


= 2cdr + Zed, P=N+a04+b. 


In view of the first and last three terms of S, we must have 


od (C = 2ce)rAy?z + (A+ €)y2? + dz 


Comparing the terms y*z’ in the two expressions for S, we find from the coeffi- 
cients of \* and the constant terms that e= + 1 and that the upper signs hold ; 
then from the coefficients of \? and A, 


dG =c(C — 2ce), dL = e(C — 2ce) + 2ad’. 
Comparing the terms ‘2’ and the terms ¥°z, we find that 
E = 2e, M = 2ac + (C' — 2ce)’/4d’, K = 2ae + 2be, 
D=0, dA = C — 2ce, dF =a(C— 2ce), dB =b(C —2ce). 
Replacing C — 2ce by dA, we get 
B=bA, C=dA+2e, D=0, F=aA, G=cA, 


K = 2ae + 2hbe, L=eA + 2ad, M = 2ac + 4A’. 
Now 7’ is composed of (25) and the distinct terms (24). Inserting the preced- 
ing values of 2B, ---, AZ, we see that 7’ is the square of 


+ ary? + + by’ + + dz + 


Hence the first part of Theorem IV is proved when p + 3, p" > 11. 

For p" = 11, the following instructive proof shows that every definite ternary 
sextic 7’ is a perfect square. As shown at thé end of § 4, every definite binary 
sextic is either a perfect square S or a product 7 of three quadratic forms; it 
will be said to be of type S or 7. The terms free of x in 7’ will be designated 
by B,., those free of y by B,,, ete. Without disturbing the character of 
Band B,., we may delete the terms and take the coefficients of 2°, 
y’, 2 to be unity by replacing « by # + ry + sz and then multiplying 2, y, z 
by constants (note that every integer is a cube modulo 11). 

Suppose that one of the B’s, say B_., is of type 7. Then by (23) and the 
preceding remark, we may set 
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B= Hart 2? 


— bat — or + axy’ + 
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If a= 0, 7 would vanish forz =0,2=—y. Hence in either case, 


B =r + bart y*? + 


Upon replacing y by y + pz, let Z’ become 7”. In 7", B_, 
+ + mate? + ---, m = bp* + Ap — 5, 


where A is the coefficient of x‘ yz in 7’. We may choose p so that m + — 5; 
then B’. is not of type 7, and hence is of type S. 

Thus in any case one of the 7’s may be assumed to be a perfect square. 
With B,, a square, the preceding discussion shows that, without disturbing 
B,,, we may make also 2, a perfect square. 

We now have two of the B’s perfect squares. These will be denoted by Bs 
B_, so that we may apply the transformation given above and delete x’ y, ete. 
Changing if necessary the sign of y or that of z, we may set 


(27) BL +2), Bay’ +e. 


The remaining terms of 7’ are of the form (25). Set #—=Ay. Then 
(28) + aye + 2, 
where a= 2aX+4c,. To remove the term yz’, set z=Z—2aY. Then 
(29) T= 27° +7Z7'¥? + + 
where 
r= + 2ac,’ +CrA+ + s= 

But (end of §4) (29) is a product 7 of three quadratic forms if, and only if, 
(30) =2r’, = — 37", ¢=0 (mod 11), 
and is a perfect square if, and only if, 
(31) = o = 6rp, t = (mod11). 
For each either (30) or (81) must hold. In particular 
(32) (s — 2r*)(s — 3r*) =0 (for every 7). 
“ach factor is of degree four in X. In s — 27° the coefficient of A* is 9a’. 
Nowa+0. Hence s — 37? =0, for every X. But 7 vanishes for at most 
two values of 2. Hence (30,) holds for at most two values of A. Hence the 
set (31) must hold for at least nine values of X, and hence, in view of the de- 
gree in 2, for every value of X. Hence (29), and therefore also (28), must be 
formally a square for every X. This property was seen to require that the 
ternary sextic be a perfect square. 

I have not examined the cases 3 << p"<11. But for p" = 3, the general 
definite ternary sextic must be congruent to unity (modulo 3) for every set of 
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integers x, y, 2, not all congruent to zero, and is readily seen to have the form : 


+ + + caty® + dat yz + ext? + + + ye 


+ + + —(d+m)a? ye —(e+1) 
33 
+7 + Dyzt+ Fy? + —(£4+1)y2— (D+ +2, 
containing 15 independent parameters. It is in general not a perfect square ; 
the terms free of z may give any one of the 27 forms mentioned in §4. A 
more symmetrical formula results from the substitution =e+ 1, ---. 

$6. Definite sextic forms in m variables, m> 3. 


Consider a definite sextic form in x, y, z, w in the GF'[ p"], p"=11, p> 3. 
We may take the coefficient of x° to be unity and remove the terms a*y, xz, 
vw,y2z,y'w,2w. By §5, the terms free of w, z, y or x are, respectively, 


(a? + any? + baz? + + + 4+ hayz), 
(2° + avy’? + Brew* + cy’ + + Ew’ + Hrywy’, 
(x? + bez? + Baw? + e2 + few’ + + jazw)’, 
(cy? + dyz* + Dyw* + + fzw*? + Ew*® + Jyzw)’. 
The remaining terms of the sextic S, are 
Qaryzw(ax® + By? + y2? + bw? + lry + gaz + rew + syz + tyw + kew). 


The sextie S, obtained from S, by setting « = py must be the square of a 


ternary cubic 7’ in y,z,w. The terms of S, involving only z and w must be 

the same as in S,. From the terms yz’, yz*w, yw of S, we 

determine at once the first six terms of 7’: 


Hpy* (bp + 
+ (jp +J)yzw + (Bp + D) yw? + + few’ + Ev’. 


The identity S, = 7? requires that the upper signs hold (in view of the terms 
in or and that 


a=J, y= bt+d+eH, 
l=aj+hH, q=hj + r=hB+ jH, s=hiJ+ dH, 
=af+hD+ k=jJ+dB+ bD + hf. 


Hence the initial quaternary sextic S, is the square of 
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+ ary? + baz? + hryz + + Hryw + jrzw 
+ cy + dyz + + + few? + Ew*® + Jyzw, 


composed of the distinct terms appearing in the above four functions squared. 

But every quaternary cubic form in the G/’[ p"] vanishes* for values, not 
all zero, of the four variables in the field. Hence a quaternary sextic in the 
GF [ p"], = 11, cannot be definite. The second part of Theorem IV is 
therefore proved. 


$7. Derivation of definite forms from those of lower degrees. 


If we have a definite binary form B in the GF'[ p"], p > 2, such that B is 
the product QF’ of a quadratic form @ and a form /’ of degree f, we may 
derive from B a definite binary form G of degree 2f. The method is that 
employed in deriving the form preceding (4) from (3). We assume the variables 
have been so transformed that Q has the normal form x? — vy’. In F' we replace 
2x by ¢ + vy’/t and multiply the resulting function by ¢/. We obtain a homo- 
geneous function G of t and y of degree 2f. By the proof in § 2, G is definite 
when £ is definite. 

For example let p*=11,v=—1. From the definite sextic (23) we deduce 
the octic G = A, A_, where the 


A, =t'+ 5?y + + 4ty(? —y’) 


are irreducible modulo 11. Then, writing x for ¢, we get 


(34) G = + 5a®y? + + + 


A definite octic containing only even powers may be reduced to 
(35) + bar + + fary’ + 
I have determined the definite forms (35) having = 0,1, or 2. Omitting 
those which are perfect squares, I get the products B, B_, where 

B, — 5a’ + — y', + Bary’ = + y', 
+ y — 2a?y? + — y', 

each irreducible modulo 11, and 
+ y?—art + 2a? + (x? —2y*) ( —6y’? ) 


From the latter we obtain by the above method, setting Q = «* — 2y’, the fol- 
lowing definite form modulo 11: 


* The proof will be given in a paper to appear in the Bulletin of the American Math- 
ematical Society. It is based on an earlier paper, ibid., vol. 14 (1908), pp. 160-169. 
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$8. Some arithmetical properties of binary forms. 


Let m be a fixed integer and let / denote the GF'[p"]. Consider a 
polynomial f(z) of degree = p"—1, with coefficients in 7’, and having the 
property that, for each element z of 7’, f(z) equals an mth power in F’: 


(37) f(z)=v,= ( for each z in F). 


Let 5 be the greatest common divisor of m and p*—1. Then for v, + 0, 
there are 6 elements ¢, of /’ which give the same value v, for ¢”. For each z, 
we select arbitrarily one of these 6 values of ¢, and build by* an interpolation 
formula a polynomial $(z), of degree = p" —1, such that $(z) = ¢, for each 
particular element z in #’. Then, by (37), 6"(z) =/(z) for each z in F. 

Tueorem. Jf a polynomial f(z), with coefficients in a finite field F, 
represents exclusively mth powers in F, then f(z) is (arithmetically in F’) 
equal to the mth power of a polynomial $(z) with coefficients in F. 

Not all of the values v, are zero. If & of the values are not zero, so that 
p” — k are zero, any one of the & non-vanishing elements ¢, may be chosen in 6 


ways. Hence there are &* polynomials $ determined by the given f. If we 
construct one ¢ and multiply each ¢ by the same root r of x = 1, we obtain rd. 
For example, if m= 2, p=3, f=(z+1)*, then 6 =+(z+1) or +(2+1)?. 

The most important case is that in which f(z) represents exclusively non- 
vanishing mth powers in the GF'[p"]. Then there are 5’ polynomials $(z) 
and the quotient g(a) of any two ¢’s is such that [ g(a) ]" =1 for every x in 


the field. In particular, for m= 2, p> 2, there are 2”" polynomials ¢(2) 


whose square equals unity for every x in the GF'[ p"]. For p" = 3, these are 
1, 2° +1, 2° + x —1, and their negatives. For p" = 5, they are 
1, —2e*4+1, 41, — Qe? Qe? +1, 
+ — Qo? + +- 1, 

and their negatives. For p" = 7,1 have verified that if g* =1 for every x, 
where g is a function of degree < 6, theng=+1. At least for p" = 3, 5, T, 
it follows that, in any function (other than +1) whose square is unity, 
the coefficient of «’"—' is not zero. We note that, for any p”, the square of 
— 2x”"-' + 1 is unity for every ~ in the field. 

THE UNIVERSITY OF CHICAGO, 

July, 1908. 


*Or by undetermined coefficients, noting that | z'| +0, z ranging over F. 
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